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NOUVELLES ANNALES 


DE pus 


X 270: vite» 
at) À 


MATHÉMATIQUES. 


INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE 


des coefficients des variables dans les équations des courbes et des 
surfaces du second ordre {*) ; 
Pan M. H. FAURE, 


Capitaine d'artillerie. 


I. Considérons la conique 
A, a? —+ A 8° —+- ÀA:37° ae TA; af —- 7 À,s GT À D A By 0 


rapportée au triangle de référence ABC. Si l’on désigne 
par c1, C les points d’intersection de la conique avec le 
côté AB, les droites cc; , cc, seront données par l’équa- 
tion 

Au + A6? + 2A:08 —0o, 


« y o . » 
de sorte que si BB sont les deux racines de cette équa- 
[l 2 


tion, on a, en désignant par a, b, c les longueurs des 
côtés du triangle ABC, 


Xi « Un A Bc, . Bc; b? 


PR AR as Ale 





(*) Les notations seront les mêmes fque dans notre Mémoire ‘sur les 
coordonnées trilinéaires (2° série, t. I, p. 289). 
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Ces deux dernières relations donnent, en les multi- 
pliant, 


A A?, __ Ac;.Bc, Ac,.Bc, 





= ———© + © + 
AA Ac;:.Bc, AC °C: 2 
d'ou 
AE 4 == (Ac.Bc; — Ac;.Bc)’ 
Ai A2 HN Are DO Do 


mais les quatre points À, c,, c:+, B donnent 
AB.c;c; — Ac,.Bc, — Ac;.Bc;; 


on a donc, en désignant par c’ la longueur c: €, 


c?.c'? 
Ar Au All y te nr 
2 — Au A: £ ne 


On sait que, si par un point À on mène une droite ar- 
bitraire AB, rencontrant la conique aux points €, , c., le 
rapport du produit Ac;.Ac; au carré du demi-diamè- 
tre C parallèle à la droite est constant. Désignons ce rap- 
port part, pour le point À, par ñ;, T. pour les deux autres 
sommets B et C. Nous aurons 


À. b° ù c'c'? 
2 — LA AP, = Aude ( }: 





ses + ESLER CPS EE 
A" AT à Atari 


de sorte que l'équation de la conique s'écrit sous la 
forme 


4 12 0 Xe 1 
ms Aa? + 2 Ÿ ab 2f Fab + ici | => où 


(3 


Les expressions sous le signe Ÿ donnent chacune deux 


autres termes par une simple permutation. Les quan- 
tités a/, b' seraient les cordes de la conique déterminées 
par les côtés a, b du triangle de référence; A, B les demi- 
diamètres parallèles à ces mêmes côtés. 

La forme sous laquelle se présente l’équation de la 
conique permet d'écrire immédiatement l’équation d’une 
conique circonscrite, conjuguée ou inscrite au triangle 
de référence. | 

St la conique doit étre circonscrite, on a 


MASS NE SR e 0 


l'équation est donc, en remarquant que a'= a, b' = b, 
05 





caf bay afy 
CARE Brad: 


Si la conique est inscrite, on a 
Rd ee be O; 


donc son équation peut s’écrire 


Î 
H ? DA 
ÿ aa a? + 2 > abafrir; = 0. 


Si la conique est conjuguée, on voit aisément que 


Di 


c'c 
TaTb + 40 ==,0, 
car cette condition signifie que les points A, B sont con- 
jugués harmoniques par rapport aux points d’intersec- 
tion c, ©, de la droite AB avec la conique. En effet, dans 
ce Cas, On à 


AB.cic, —— 2Ac,;.Bc;, AB.cic; — Ac,.Bc. 


( Géométrie supérieure, p. 42.) 


(8) 


On a donc 
AB org + 4Ac,.Ac,;.Bc;.Bc = 0. 


L'équation de la conique conjuguée est donc 


ÿ Tate 10. 


IL. Au moyen d’un calcul analogue au précédent, l'é- 
quation de la surface da second ordre, rapportée au té- 
traèdre de référence ABCD), se met sous la forme 


PI \? 
d'arc x & 2 Ÿabaf (rer ne 4) =:0! 


Dans cette équation, a, b, c, d sont les aires des faces 
opposées aux sommets de même nom; / est la longueur 
de l’arête ab; l’ la partie de cette arête comprise dans la 
surface, et L le demi-diamètre parallèle à l’arète /. Les 
quantités 7,, 75... Sont, comme ci-dessus, les rapporis 
constants que l’on obtient en divisant le produit des seg- 
ments déterminés sur une droite issue des points À ou B 
par le carré du demi-diamètre parallèle à la droite. 

Les distances d’uu point de la surface aux faces respec- 
tives a, b,c, d étant désignées par «, 6, 9, y, une simple 
permutation de lettres suflira pour écrire tous les termes 
de léquation. 


Surface circonscrite au tétraèdre de référence. — Si 
la surface du second ordre passe par les sommets du té- 


iraèdre ABCD, on a 


MES TIENNE OS 


comme, de plus, / = /', l'équation est 





(RX ) 


La sphère circonscrite aurait pour équation 


Ÿ'a.b.lap— 0. 


Surface tangente aux arétes du tétraèdre de réfe- 
rence. — Si la surface touche les arêtes du tétraèdre, 
les cordes /’ sont nulles ; l'équation est donc 


0) Î 


_ Le à 
AN à CEE ML 4 
Var, a + 2 Saba Brinÿ — 0. 


Surface conjuguée au tétraèdre, — Cette équation est 
évidemment 
»} a rat. 


Remarque. — On peut également donner une inter- 
prétation géométrique aux coeflicients d’une courbe ou 
d'une surface du second ordre, en supposant que les va- 
riables soient les distances des sommets du triangle de 
référence à une tangente, ou les distances des sommets du 
tétraèdre de référence à un plan tangent. 


III. Désienons par r. r' les points d’intersection d’une 
8 P ; P 
transversale issue d’un point R avec une courbe ou sur- 


face du second ordre, par p le demi-diamètre parallèle à 
! 


la droite, nous dirons que le rapport ini est la 


2 


caractéristique du point R. Cette caractéristique est po- 
sitive pour un point situé en dehors de la courbe ou de la 
surface, négative dans le cas contraire. 

Si l’on désigne par d la distance du point R, et par d’ 
la distance du centre à la polaire ou au plan polaire du 
point R, on à aussi 


(10) 

L'interprétation analytique de la caractéristique d’un 
point est très-facile. Soit F — o l'équation d’une courbe 
du second ordre; représentons par À —0o la condition 
qui exprime que la courbe se réduit au système de deux 
droites, et par P — 0 la condition qui exprime que le 
centre de la courbe est à l'infini, on aura 


P 
rr=—E—» 
A 


les variables, dans la fonction F, étant remplacées par 
les coordonnées du point R. 

Si F est une surface du second ordre, À — o est la con- 
dition qui exprime que la surface représente un cône, 
P = o est toujours la condition qui indique que le centre 
est à l'infini. 


DÉMONSTRATION NOUVELLE D'UN THÉORÈME DE GAUSS 
RELATIF AUX SÉRIES : 
Par M. Eucine ROUCHÉ. 


Une série à termes positifs est convergente, lorsque le 
rapport 


Un 
u, 


d'un terme au précédent reste, à partir d’un certain 
rang, inférieur à un nombre fixe moindre que l'unité; 
elle est divergente si ce rapport reste, à partir d’un 
certain rang, supérieur à l’unité. Mais on ne peut rien 
aflirmer lorsque le rapport considéré, ayant l’unité pour 
limite, ne finit pas par rester toujours au-dessus de sa 
limite. 


{ ax } 
Gauss a donné pour lever ce doute une règle très- 
simple relative au cas où le rapport 


Un+ 





Un 


s'exprime par une fraction rationnelle de n. Ce cas, 
très-fréquent dans la pratique, n’est pas si particulier 
qu'on le croirait à première vue, si l’on oubliait de re- 
marquer qu’il n’est nullement question ici des valeurs 
de u, et de u,,,, mais seulement de leur rapport. 

Puisque ce rapport a, par hypothèse, l’unité pour li- 
mite, le numérateur et le dénominateur de la fraction 
rationnelle qui l’exprime doivent être des polynômes 
ayant même degré et même premier terme; et dès lors, 
en divisant haut et bas par le coefficient de ce premier 
terme, on voit que le rapport considéré doit être de la 
forme 


be ARALE Qr ATOUT brÂTE 2 q0 x à 








(1) 


Re < 2 
Un n+ An Ti Br 2+... 


À étant entier et positif. 


Cela posé, voici à quoi se réduit, en dernière analyse, 
le théorème de Gauss : 


Pour qu'une série Ü, telle que le rapport d’un terme 
au précédent a la forme (1), soit convergente, il faut et 
il suffit que la différence À — a soit plus grande que 
l’unité. 

En raison de sa simplicité et de son utilité pratique, 
cette règle devrait figurer dans les Eléments. Mais la 
démonstration de Gauss, bien qu’elle ne repose que sur 
des principes faciles (voyez le Traité de Calcul diffe- 
rentiel de M. Bertrand), offre une certaine longueur qui 
explique peut-être pourquoi ce théorème n’est pas plus 


(12) 
répandu. Voici une démonstration très-simple que quel- 
ques collègues m'ont engagé à publier. 


js 


Commençons par établir un lemme, qui n’est au fond 
qu'un cas particulier du théorème général : 


p étant un nombre fixe, entier et positif, la série V, 
telle, que le rapport d’un terme au précédent s'exprime 
par la formule 

Ÿ pe Er 5 
Ph 2Z—p+I 
est convergente lorsque x est positif, et divergente lors- 
que x est nul ou négatif. 


En effet : 

D'abord, pour x — 0, la série, ne différant pas de la 
série harmonique, est divergente 

Supposons donc x différent de zéro. La relation (2) 
donne 
to = (nr — pv —(nr+I—p)rrr. 
En changeant successivement #7 en n—1,n—2,..., p, 
ajoutant et désignant par S, la somme 

Pp + Vp+1 + + Vns 
on trouve 
LS —(n+I— pos 
ou, en exprimant #,,, en fonction de #, à l’aide de la 
relation (2), 
LD) r)i2 AT) PE 
ns (rap, Ct=)U=sh(r ps) 
1.2.3...(72 — p +1) 


d'où 


Or, à mesure que 7 croit de plus en plus, cette somme 








(13) 
tend évidemment vers zéro lorsque x est positif et croit 
indéfiniment lorsque x est négatif. Donc, etc. 


IT. 


Cela posé, pour démontrer la règle de Gauss, il nous 
suffira de comparer les séries U et V, à l’aide de ce théo- 
rème bien connu : 


Si une série N est convergente et qu'on ait, à parur 
d’un certain rang, 


Uni 4 Ont 
5 


Un Ph 








la série U sera convergente; et si, la série V étant di- 
vergente, on a, à partir d'un certain rang, 


Un+i On+1 








, 
Un (0 


la série U sera divergente. 


Considérons donc le rapport 


Ungs . Vn+t 





Un Ph 


7 Janet na a Pb pa bar rATTMESR: 
ni Fi + (A — RENE | rit + (B—pA—Ax}n* TRUE 





ou 


Un , Vn+t 
Un Va 








3 | 
G) (A—a—1—x)n"+[B— 6 —a +Az—p(A—a)n} + 


RARE Say 


Désignons la dernière fraction par KR et distinguons 


(14) 


trois cas, suivant que la quantité 
ÂA—a—1 


est positive, négative ou nulle. 

Dans le premier cas, laissons arbitraire le nombre en- 
tier et positif p, et prenons pour x un nombre positif in- 
férieur à 

DT: 


À partir d’une certaine valeur de n, on aura alors évi- 
demment Ro, le rapport (3) sera donc moindre que 1; 
et comme, x étant positif, la série V est convergente, la 
série U le sera aussi. 

Dans le second cas, laissons encore p arbitraire et pre- 
nons x égal à zéro. À partir d’une certaine valeur de n, 
on aura alors R< 0; le rapport (3) sera donc plus grand 
que 1; et comme, x étant nul, la série V est divergente, 
la série U le sera aussi. 

Enfin, dans le dernier cas, prenons x égal à zéro, nous 
aurons 

(BEBE STE EN DEEE EE 


RE M CT 1011 
MEL. QE 


Si donc nous prenons pour p un nombre entier et posi- 
tif supérieur à 
B—b—a, 


nous aurons, à partir d’une certaine valeur de n, R<o; 
le rapport (3) sera donc supérieur à 1 ; et comme, x étant 
nul, la série V est divergente, la série U le sera aussi. 


(15) 


PLANS TANGENTS COMMUNS À DEUX CONES DE RÉVOLUTION 
AYANT MÈME SOMMET ; 


7 PAR M. A GODART. 


On trouve dans Hachette une solution de ce problème, 
généralement reproduite dans les Traités de Géométrie 
descriptive. Nous en proposons une nouvelle qui conduit 
à un tracé plus simple. 

Prenons pour plan horizontal le plan qui contient les 





axes des deux cônes et qui coupe le premier suivant les 
génératrices SA, SB, et le second suivant les génératrices 


SC, SD. 


Gr | 

Décrivons du point S comme centre une circonférence 
de rayon arbitraire a«fy0. 

Les deux lignes «y, fd se coupent en un point T qui 
appartient à la trace horizontale d’un couple de plans 
tangents communs. La ligne ST, qui passe par le point 
de rencontre des lignes 6, d« est la trace horizontale du 
second couple de plans tangents communs. 

Pour !e démontrer, imaginons la sphère inscrite dans 
le cône ASB, qui touche la génératrice SA en «, et la gé- 
nératrice SB en f. 

Concevons de même la sphère inscrite dans le cône 
CSD qui touche la génératrice SC en 7 et la génératrice SD 
en 0. 

Un plan tangent commun aux deux cônes est égale- 
ment tangent à chacune de ces sphères, et contient par 
conséquent le sommet d’un cône qui serait circonscrit à 
la fois à ces deux sphères. 

Mais ce sommet est un centre de similitude de ces deux 
sphères, ou bien le centre de similitude de leurs deux 
cercles d’intersection avec le plan horizontal. 

Remarquons maintenant que la circonférence (S) est 
orthogonale aux deux cercles dont nous venons de parler. 
Et l’on sait que si l’on mène un cercle orthogonal à la 
fois à deux cercles, les lignes qui joignent les points d’in- 
tersection deux à deux passent par les centres de simili- 
tude (*). Donc le point T, centre de similitude interne 
des deux sphères considérées, appartient à un couple de 
plans tangents communs aux deux cônes. Le point T,, 
centre de similitude externe, appartient aux deux autres 
plans tangents communs. 


(*) Poncezrr, Applications d'Analyse et dé Géométrie, t. L 


ee gen men 








NOTE SUR LE NOMBRE DES CONIQUES QUI TOUCHENT EN 
CINO POINTS UNE COURBE DU CINQUIÈME DEGRÉ : 


Par M. Tnéonore BERNER, 


Docteur en Philosophie à Berlin. 


J'avais imaginé, 11 y a quelque temps, une méthode 
inductive pour évaluer le nombre des coniques qui satis- 
font à cinq conditions données; et comme je suis par- 
venu, sans avoir connaissance des belles recherches de 
M. Chasles, à des résultats conformes à ceux qui sont in- 
diqués par ce grand géomètre dans les Comptes rendus, 
je veux exposer en peu de mots les principes de cette 
méthode. 

Jai montré (*) qu'étant donnée une courbe quelcon- 
que À du n*"° degré, on peut toujours supposer qu’elle 
soit infiniment voisine à z droites quelconques D, sans 
nuire à sa généralité, c'est-à-dire qu’on peut prendre 
la courbe telle, qu'elle soit infiniment prête à être ré- 
duite à 2 droites D. J’ai montré de plus que cette courbe A 
peut être considérée comme ligne droite dans toute l’é- 
tendue d'une des droites D, excepté les points d’inter- 
section avec les autres droites. Mais, dans tous ces points 
que je veux appeler points doubles, la courbe A se con- 
fond avec des hyperboles (réelles ou imaginaires). 

Une courbe quelconque B, touchant une des droites D, 
doit être considérée comme touchant [a courbe A. Une 
courbe B, passant par un point double des droites D, re- 


(*) De transformatione secundi ordinis, etc. « Sur la transformation géo- 
métrique du second ordre, » $ 8. Berlin, Calvary et Ce. 


Ann. de Mathémat., 2€ série, t. V. (Janvier 1866.) 2 


( 18 ) 
présente deux courbes touchant la courbe À dans les deux 
branches hyperboliques. Si la courbe B passe par deux 
points doubles, elle représente quatre courbes dont cha- 
cune touche deux fois la courbe À, et ainsi de suite. Si la 
courbe B passe par z points doubles, on peut la conside- 
rer comme étant composée de 2" courbes coïncidantes qui 
deviendront distinctes en faisant disparaître les points dou- 
bles et y substituant les hyperboles infiniment voisines. 

J'ai indiqué dans le Mémoire cité de quelle manière 
on peut employer ces remarques à une grande partie des 
questions traitées récemment par M. Chasles. Dans tous 
les cas où la conique passe par des points donnés ou 
touche des courbes données une seule fois chacune, ma 
méthode n'offre pas de diflicultés et les résultats sont en 
parfaite harmonie avec ceux de M. Chasles. Au contraire, 
si les conditions sont telles, qu'une seule des courbes 
données doit être touchée par la conique dans plusieurs 
points, la méthode de M. Chasles n’est guère appli- 
cable(*), et je ne peux trouver par la mienne qu'une li- 
mite inférieure du nombre cherché. Aussi, en traitant 
des coniques touchant en cinq points une courbe du cin- 
quième ordre, je me propose seulement d'établir que le 
ombre des solutions données autrefois par M. de Jon- | 
quières dans ce journal (t. If, p. 222) est trop petit. Je 
n’énumérerai que les coniques dont l'existence n’est pas 
douteuse. 

Supposez la courbe du cinquième degré dissolue en cinq 
droites. Cinq droites forment 12 pentagones simples. On 
peut circouscrire à chacun d'eux une conique qui, passant 
par cinq points doubles, doit être comptée 2° fois. 


(*) Elle est applicable avec quelques modifications. (Voir, sur les con- 
ditions multiples, Comptes rendus : Cases, 22 août 186/; CREMONA, 7 no- 
vembre 1864, et tout récemment ZEUTHEN, 22 janvier 1866.) ME 
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Aïnsi l’on a 
1.12,2$ coniques touchant la courbe dans cinq points. 


Otez une des cinq droites : cela se peut de 5 manières 
différentes. Les quatre droites qui vous restent consti- 
tuent 3 quadrilatères simples. On peut circonscrire à 
chacun d'eux deux coniques qui touchent la droite sup- 
primée. Ces coniques, passant par quatre points doubles, 
doivent être comptées 2* fois. 

On aura donc 

PS AT CONITUES, 


Maintenant Ôôtez deux droites : cela est possible de 10 
manières différentes. Les trois droites qui restent consti- 
tuent un triangle auquel on peut circonscrire quatre co- 
niques touchant les deux droites réservées. Chacune de ces 
coniques, passant par trois points, sera comptée 2° fois. 

Il en résulie 

pa .4.25 coniques. 

En ôtant trois ou quatre droites, il ne reste aucun po- 
lygone raisonnable; maïs à toutes les droites on peut in- 
serire une seule conique. En ajoutant tous les nombres 
trouvés, il vient 
5.4 


1.12.2 +9.8.2.2%+—. 
1e 


Â.2 ir = 1186. 


Ce nombre étant trouvé d’une manière géométrique, 
on peut le considérer comme limite inférieure du nombre 
cherché. M. de Jonquières ne trouve que 1135 coniques. 
Aussi la formule dont il déduit ce résultat ne saurait être 
juste (*). 


Note du Rédacteur. — La méthode qui précède a déjà été employée par 





(*) Cette formule, obtenue au moyen du procédé indiqué par M. Berner, 
présente effectivement une faute dans le dernier coeflicient qui devrait 
ètre +19 au lieu de — 35. Cette faute a été corrigée dans l’errata du der- 
nier volume. Fi 
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(20) 

plusieurs géomètres pour trouver le nombre des solutions de certains pro- 
blèmes. Malheureusement elle ne donne qu’une limite inférieure du 
nombre cherché et n'offre absolument aucun moyen de reconnaître si le 
nombre trouvé est exact ou trop petit. M. Chasles ne procède point ainsi: 
au lieu de demander à un cas très-particulier la solution d’un problème 
très-général, il remplace les conditions géométriques du problème par 
d’autres équivalentes, mais plus simples, et par une suite de réductions 
arrive aux problèmes les plus élémentaires. Tout l’intérêt de son travail 
est dans cette marche rigoureuse, neuve et féconde. Car il importe peu 
au fond qu’il y ait 3264 coniques tangentes à 5 coniques données ou 
qu’il y en ait 9776; mais il importe beaucoup, comme le dit Leibniz, de 
perfectionner l’art d'inventer et de trouver par raison tout ce qui se peut 
trouver par raison. 

L’admirable méthode de M. Chasles et ses travaux antérieurs lui ont 
valu une distinction très-rare. La Société Royale de Londres lui a décerné 
la médaille de Copley. Nous publierons des extraits’ du Rapport du gé- 
néral Sabine, président de la Société Royale. P. 


CORRESPONDANCE. 


M. Y., de Bruxelles, nous écrit au sujet d’un concours 
qui a eu lieu en Belgique, et dont nous avons parlé dans 
notre dernier volume. Nous n’insérons pas cette commu- 
nication, parce que son auteur ne nous fait connaître 
ni son nom, ni son adresse. Quand nous admettons un 
article sans signature, nous en prenons pour ainsi dire 
la responsabilité devant nos lecteurs : il est donc bien 
Juste que nous sachions à qui nous avons affaire.  P. 
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CONCOURS D'ADMISSION 
A L'ÉCOLE IMPÉRIALE POLYTECHNIQUE EN 1865. 


COMPOSITION MATHÉMATIQUE, 
Par M. Pauz MOESSARD. 


On donne dans un plan une parabole. On considère 
une circonférence passant par le foyer de cette para- 
bole. On propose d'indiquer les régions du plan où 
doit se trouver le centre de la circonférence pour que 
cette courbe ait successivement avec cette parabole quatre 
points réels communs, quatre points imaginaires Com- 
muns, deux points réels et deux points imaginaires 
communs. On étudiera la forme et les propriétés de la 
courbe qui sépare les deux premières régions de la troi- 
sième. 

Je prends pour origine des coordonnées le foyer de la 
parabole fixe; pour axe des x l’axe de cette parabole, et 
pour axe des y une perpendiculaire élevée au foyer. 

Soit 2p le paramètre de la parabole; son équation 


Dr ar 2p (e+ 2) AU: 


L'équation d’un cercle ayant pour centre le point dont 
les coordonnées sont a et b, et passant à l’origine, est 


sera 


a+ y? — 2 ax — 2by = 0. 


L’équation générale des coniques passant par l’inter- 
section des deux courbes est donc 


dinars | 
nap(ert)]=0, 


L'+y— 2ax — 20y +} 
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ou bien 
a +y'(i+k)—2(a+pi)x — 207 —p'i—=o. 


Je vais exprimer que cette équation représente un 
système de deux droites qui seront alors les sécantes com- 
munes aux deux courbes. Pour cela j’exprime que le 
centre de cette conique est sur la courbe. J’écris les équa- 
tions du centre, et ce que devient l’équation de la co- 
nique quand on tient compte des équations du centre; j'ai 
ainsi 

TERENIÈ EE P} —,0, 
F(i+X\)—b—=o, 
æ(a+p}) + by + 1p? = 0. 


Il faut éliminer x et y entre ces équations; en rem- 
plaçant x ety par leurs valeurs dans la troisième, j'ai 


(a+ pi} {(i +) + &+)p'{r +1) —o, 


équation dont les trois racines me donneront des sys- 
tèmes de sécantes communes. 

Cherchons la condition pour que les racines de cette 
équation soient toutes trois réelles. 

Je l'ordonne : 


p+2p(p+a)V + {(p +a)1+a + b6?—o. 


Je fais maintenant disparaître le terme en }°. Pour 
cela je diminue toutes les racines de cette équation du 
tiers de la somme de ses racines, c’est-à-dire de la quan- 
2p(p+a) AE 2 (p + a) 

3p° 3pP 
2(p+a) 
Soit f (À) — 0 la première équation. J’y fais À = pu +, 


tité toujours réelle — 


Je remplace donc À par u — 


( 125 À 
et j'ai 


VUR\ FUI) 
PTE ECO AIUET LEE EX 





LT 


Je calcule ces différents coeflicients : 


Spa) nSrate).p 2 Gran a) 


FR) =— ve +. 5 + a + b? 
mur Pate 27 Lara 05), 
ip 
Der eur 
Fh)= 0, 
eL 


SA) = + 6p°. 
L'équation en y sera donc 


(p+a) 2(p+a) — 27p(a + b?) 
a 
27 P 


Formons la condition de réalité des racines de cette 
équation ; c’est | 
+aŸ 2 (p»+.a)— 9nplat + à)! 
_j.@æar, (ete anpte +8) 
27 .p 27°p 


ou 


+0; 


—4(p taf +{[2(p +a)ÿ — 27p(a + b)P<o, 
ou bien encore 
NE PAT EE RCA ER ER NET 2 


Le second facteur est toujours négatif (*); donc la 


(*) Plusieurs élèves ont remarqué qu’en égalant ce facteur à zéro, on 
obtient le foyer qui peut être considéré comme faisant en quelque sorte 
partie du lieu, en regardant ce point comme un cercle de rayon nul et 
doublement tangent à la parabole. Mais la suppression de ce facteur com- 
mun ne peut avoir ici aucune importance. Fr 
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condition se réduit à 
(1 &(p + a) — 27p(& + b) > 0. 
Si l’on avait 
&(p+a)ÿ—27p(a +b)=o, 


la parabole et le cercle seraient tangents, puisque, l’équa- 
tion en À ayant deux racines égales, deux des systèmes de 
sécantes communes se réduiraient à un séul. Si donc nous 
construisons la courbe 


4(p+x) —25p(x +y)=o, 


v 


elle séparera les deux régions du plan où doit se trouver 
le centre pour que les racines de l’équation en À soient 
toutes réelles, ou qu'il n’y en aït qu'une de réelle. 

Je résous l’équation par rapport à y : 





PAR &(p+xÿ— 279pat _ 4ax— 15pa +i2pz +4ps 
à UE 27P 

Cherchons à décomposer le numérateur en facteurs du 
premier degré, si faire se peut. 


Si j'égale à zéro la dérivée de ce numérateur, 


24? — px + 2p°— 0, 


* 2 D 
les racines de cette équation sont 2p et =. 


Or, 2p annule le numérateur de la valeur de y*; donc 
x— 2p est facteur double de ce numérateur, et, en eflec- 
tuant la division, on trouve comme troisième facteur 
AL +p. 

Donc 

7e (4x + p)(x — 2p} 
27p 


Cette courbe est symétrique par rapport à l'axe des x. 
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Pour x inférieur à — Lu y” est négatif et y imagi- 


4 


D £, = 
7.7 —=0,eten ce point (C) la tangente 


HA: ROUr XL — ts 


4 


est parallèle à l’axe des y. 


y augmente . et, Pour Æ —0 32 — di 2, et comme 
hi 5 s EL, P “10 27? ; 
dat. ge. 222 
———— se LE ose Eee, Fig 
P:J€P 3 V3 
Puis, pour x = 2p, y — 0, et la courbe a un point 
double ; soit OD — 2 p. 


Les (coeflicients angulaires des) tangentes en ce point 
sont 


+ lim —Ÿ DOURE HU, 
T—2p 


I 
cest-à-dire + V3 . 


Puis, x devenant infini, y devient aussi infini. 

Comme, dans l’équation (de la courbe), les termes du 
plus haut degré se réduisent à x°, les branches infinies 
tendent à devenir parallèles à l’axe des y. Du reste, leurs 
asymptotes sont transportées à l'infini; ce sont des 
branches paraboliques. 

Voyons maintenant quelles sont les propriétés de cette 
courbe et des régions qu’elle sépare. 

Nous savons que quand le centre du cercle sera sur 
cette courbe, le cercle sera tangent à la parabole. Pour 
le point C, il est manifeste que le cercle n’aura avec la 
courbe que deux points d’intersection réunis en un 
seul ; donc tous les autres points des branches CD de la 
courbe seront centres de cercles tangents à la parabole et 
ne la coupant pas d’ailleurs. En D le cercle sera bitangent 
à la parabole, et, pour tous les autres points des branches 
infinies partant du point D, les cercles seront tangents 


(26 ) 
à la parabole et la couperont en deux autres points dis- 
tincts. 

Les points de cette courbe sont donc tels, que la lon- 
gueur d’une normale menée de l’un d’eux à la parabole est 
égale à la distance de ce point au foyer, et en appelant la 
longueur de cette normale la distance du point à la para- 
bole, cette courbe est le lieu des points également distants 
d’une parabole et de son foyer. 

Voyons maintenant pour quelles parties du plan Îles 
racines de l’équation en À seront réelles toutes trois. 

Pour le point O, x = 0, y — 0, la condition (1) est sa- 
tisfaite; donc, pour ce point et pour tous ceux qui sont 
dans la région hachée, les trois racines de l’équation en À 
sont réelles. Pour tous les points du plan compris dans 
cette région, les cercles auront donc quatre points réels 
Ou quatre points imaginaires communs avec la courbe, et 
pour tous les points situés en dehors, les cercles auront 
seulement deux points réels communs avec la parabole. 

Distinguons maintenant les parties de cette région qui 
correspondent à quatre points réels ou à quatre points 
imaginaires communs. Pour le point O, le cercle en ques- 
tion n’a aucun point réel commun avec la parabole; il en 


Y 





| E 
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est donc de mème pour tous les points compris dans la 
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boucle CD. Au contraire, les points compris entre Îles 
deux branches infinies donneront des cercles ayant quatre 
points réels communs avec la parabole. 
Donc, en résumé : 
1° Pour les points compris dans la boucle CD, les 
cercles ne rencontreront pas la parabole. 

_2° Pour les points situés sur la boucle même, les cer- 
cles seront tangénis et ne Ja couperont pas autrement. 

3° Pour tous les points compris dans l’espace laissé 
en blanc, les cercles ne rencontreront la parabole qu’en 
deux points. 

4° Pour les points situés sur les branches de courbe ED, 
DG, les cercles seront tangents à la parabole et la cou- 
peront en deux autres points. 

5° Enfin, pour les points compris entre ces deux bran- 
ches, dans l’angle curviligne EDG, les cercles couperont 
les paraboles en quatre points. 

Note du Rédacteur. — Cette copie a mérité la note 19. Plusieurs autres 
élèves, sans avoir aussi bien fait dans l’ensemble, ont noté plusieurs 
choses dignes de remarque. Quelques-uns'ont employé les coordonnées 
polaires, qui conduisaient plus immédiatement à une équation simple. 


Quant aux propriétés de la courbe, partie vague et mal limitée de la 
question, on en trouvera quelques-unes dans le travail suivant. Le 





PROPRIÈTÉS DE LA COURBE PRÉCÉDENTE; 
Par MM. BARBIER sr LUCAS, 


Astronomes de l’Observatoire de Paris (*). 


L 
a 


1. La perpendiculaire NP au milieu du rayon vecteur 
de la parabole touche la courbe au point P; en effet, 


(*) Nous supprimons les deux premières parties de ce travail qui font 
double emploi avec l’article précédent. 
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dans le mouvement de l’angle droit FNP, le centre instan- 
tané de rotation est le point O, intersection de la per- 
pendiculaire FO élevée sur FM, et de la normale NO au 
lieu du point N; la similitude évidente des lieux du point 


Net du point M fait voir que NO est parallèle à MP; 











FO est égal à NP, OP est perpendiculaire sur NP, donc 
le point P est le point où NP touche son enveloppe. 

La parabole BN est donc la podaire de la courbe, le 
pôle étant au foyer; la podaire de la parabole est sa tan- 
gente au sommet; on peut donc dire que la podaire de la 
podaire de la courbe est une ligne droite. 


2. Le rayon de lumière FP se réfléchirait sur la courbe 
dans la direction MP prolongée, c’est-à-dire dans la di- 
rection de la normale à la parabole au point N; il résulte 
de cette remarque que la caustique par réflexion de la 
courbe est la développée de la parabole. Le point lumi- 
neux est au foyer de la parabole. 


3. L'ordonnée NI et la droite NP sont également incli- 
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nées sur la normale NO à la parabole BN. Il résulte de 
là que la courbe est la caustique par réflexion de la para- 
bole BN pour des rayons incidents perpendiculaires à l’axe 
de la parabole. 
Cette courbe est étudiée à ce titre dans Analyse des 
infiniment petits du marquis de l'Hôpital. 


4. Le point O est le milieu du rayon de courbure de la 
parabole BN au point N. 

Cette proposition n’est qu’un cas particulier d’une pro- 
position connue : Si une courbe réfléchit des rayons pa- 
rallèles, la projection du milieu du rayon de courbure de 
cette courbe sur le rayon réfléchi correspondant donne un 
point de la caustique. 


>. Soit L la projection du point P sur l’axe AX et I la 
projection du point N sur le même axe; on a BL — 3 BI. 

Pour démontrer cette proposition, remarquons que si 
l’on prend sur le prolongement NO’ de la normale à la 
parabole BN une longueur NO’ égale à la moitié du rayon 
de courbure au point N, le point O’ est un point de la di- 
rectrice AO’ de cette parabole. 

De l'égalité de NO et de NO résulte celle des projec- 
tions AT et IS de ces deux longueurs ; on voit donc que FL 
est égal à 3FT+H AF ou 3FI+2BF; à ces deux quan- 
tités égales il suffit d'ajouter BF pour avoir l'égalité 


BL—3 (FI+BF) 


qui devient évidemment celle que nous voulions dé- 
montrer. 


6. L’arc de courbe BP a pour longueur le chemin INP 
parcouru par le rayon de lumière entre l’axe de la para- 
bole et la caustique. 


Cette proposition revient à la suivante : Si l’on prend, 
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sur le prolongement de PN, NI = NI, le lieu du point F 
est une développante de la courbe BP. Il suffit de faire 
voir que ce lieu de l’est normal à PT. 

Cette dernière proposition peut être démontrée ainsi : 
Appelons N'T” une position de NT infiniment voisine 
de NT. L'élément de parabole NN’ a des projections égales 
sur NT et sur NP, on verra facilement d’après cela que la 
projection de [” sur N[ doit tomber au point I pour que 
N'T” puisse être regardé comme égal à sa projection 
sur NJ. Donc le lieu de F est normal à PF. 


7. Les tangentes aux points où l’axe FY rencontre la 
courbe BP se coupent sous un angle de 60 degrés; nous 
avons déjà dit que les tangentes au point double se 
coupent sous le même angle de 60 degrés. Ces proposi- 
tions sont des eas particuliers de la suivante : 

Si l’on mène une droite par le point F, elle coupe la 
courbe en trois points; les tangentes en ces trois points 
forment un triangle équilatéral. 

Cette élégante proposition est elle-même comprise 
dans le théorème suivant : 

Les tangentes à la courbe BP aux extrémités de deux 
rayons vecteurs font un angle égal aux + de l’angle de ces 
rayons vecteurs. 


Plus généralement, les tangentes aux extrémités de 


Ê [0] 
deux rayons vecteurs d’une courbe » cos? - — a se cou- 
£ 
P 


, \ . ere 
pent sous un angle égal à la fraction # 





de l’angle de 


ces rayons vecteurs. 


S. La polaire réciproque de la courbe par rapport à 
une circonférence dont le centre est au foyer F est une 
cardioïde. Cela résulte de cette proposition connue : La 
polaire réciproque d’une courbe par rapport à un éercle 
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est la transformée par rayons vecteurs réciproques de la 
podaire de la courbe, le pôle étant le centre du cercle. 


9, Si l’on considère toutes les courbes obtenues en fai- 
sant varier le paramètre de la parabole, on obtient une 
série de courbes dont les trajectoires orthogonales sont des 
courbes égales aux premières. [Il en est de même pour les 


trajectoires coupant chacune des courbes de la série sous 
un angle constant. 


10. Remarquons enfin que la courbe étudiée rentre dans 
la famille des courbes dont l'équation est p"— a"cosnw. 
Ces courbes se substituent les unes aux autres par la 
transformation p'—p", w'—nw, et on sait que cette 
transformation n'altère point les angles; on peut donc 
déduire la plupart des propriétés précédentes des pro- 
priétés correspondantes de la droite, du cercle ou de la 
parabole, courbes de la famille considérée. 


REMARQUES 


sur les compositions de Trigonométrie et de Mathématiques faites en 1865 
pour l'admission à l'Ecole Polytechnique. 


“à rigonométrie. 


On proposait de calculer les angles d’un triangle dont 
on donnait les trois côtés. Sur 320 candidats admissibles, 
121 ont résolu la question sans faute ou avec une seule 
faute légère. La moyenne générale des notes a été 14,86 : 
la moyenne des candidats de Paris, 14,21; de province, 
16,07. En somme, le résultat est satisfaisant. Il le serait 
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encore plus si les élèves prenaient certaines précautions 
fort simples sans lesquelles le meilleur calculateur peut 
se tromper. Par exemple, si l’on a fait la somme de plu- 
sieurs logarithmes, il faut recommencer immédiatement 
l’opération dans un ordre inverse. De même, quand on 
a pris la moitié d’un nombre, il faut doubler le résultat 
et voir si l’on obtient le nombre proposé. En un mot, 
chaque opération partielle doit être suivie immédiatement 
de sa preuve. Une des erreurs les plus fréquentes, et que la 
preuve ferait connaître et corriger de suite, est celle que 
lon commet en prenant la moitié d’un logarithme à ca- 
ractéristique négative et impaire. Au lieu de prendre la 
moitié de la caractéristique augmentée de 1, on prend la 
moitié de cette caractéristique diminuée de 1. On trouve 
une dernière vérification en ajoutant les trois angles cal- 
culés. Il faut que la somme soit 180 degrés, ou n’en dif- 
fère que de quelques centièmes de seconde. Une erreur 
de plusieurs degrés indique que le résultat est fautif : on 
doit alors repasser son calcul pour voir où peut être la 
faute, et si on la trouve, la signaler quand même on 
n'aurait pas le temps de la corriger; cela augmentera Ia 
note d’une ou deux unités. Comme l’année dernière, 
nous répéterons qu il faut se borner aux calculs deman- 
dés. Faire plus, c'est montrer peu de jugement, puisqu'on 
emploie à un travail, dont il ne sera tenu aucun compte, 
le temps qui serait beaucoup mieux employé en vérifiant 
les calculs déjà faits. 


Composition de Mathématiques. 


Un examen a pour but de faire connaitre si les can- 
didats possèdent Îles théories exigées; par la composi- 
tion, on s'assure qu'ils savent les appliquer et exposer 
d’une manière convenable les résultats d’un travail per- 
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sonnel. Comme il ne s’agit pas de mettre en évidence des 
organisations exceptionnelles, un problème donné en 
composition doit être assez simple pour être traité par la 
grande majorité des candidats, et assez difficile pour être 
différemment traité par des élèves de forces différentes. 
La question de cette année satisfaisait à ces deux condi- 
tions : nous aurions désiré pourtant que la recherche du 
lieu géométrique, auquel devait conduire l’énoncé, eût 
été indiquée tout d’abord. 
Voici les résultats du concours : 


Moyenne générale. ... 4.000 10,20 
Moyenne des départements. ..... LES Ai 
Moyenne de Paris............. 9,07 


* Sur les 320 admissibles : 


44 ont été notés de......... 15 à 19 
80 Re à - ET OA CE 
106 » au-dessous de 10 


On voit qu’il y a du bon et du médiocre, mais le mau- 
vais domine. Tous les candidats savaient pourtant com- 
ment la question devait être traitée et en ont exposé la 
théorie d’une manière irréprochable, mais ils se sont 
trompés dans l’exécution des calculs : ce qui montre 
combien il y a loin de la théorie à l'application. Une 
chose a surtout frappé le correcteur, c’est que la plupart 
des élèves calculent pour aïnsi dire les yeux fermés, 
acceptant aveuglément les résultats de leur calcul. Un 
élève trouvera par son calcul que le lieu est une courbe 
fermée, et il mettra sur sa copie : « Donc le lieu est une 
courbe fermée, » et cependant il suffit de regarder l'énoncé 
avec un peu d'attention pour voir que la question revient 
à chercher le lieu des points également éloignés d'une 
parabole et de son foyer. Le lieu doit donc être illimité. 


Ann. de Mathémat., 2° série, t. V. (Janvier 1866). ü 


( 34) 
Mais personne ne fait de ces vérifications si aisées et ne 
suppose qu'il puisse se tromper en calculant. 

Nous dirons du calcul algébrique ce que nous avons 
dit du calcul numérique. Il ne peut se bien faire que si 
chaque pas est assuré par quelque vérification. Dans une 
théorie exposée au tableau, il n’y a rien d’imprévu, et s’il 
échappe quelque faute, le résultat connu d’avance sert à 
la découvrir et à la corriger. Il n’en est pas de même dans 
une question d'application. C’est surtout au commence- 
ment que l’on doit faire le plus d’attention et ne pas 
craindre de répéter deux ou trois fois le même calcul. 
Plusieurs candidats ont trouvé le moyen de se tromper 
dans léquation de la parabole rapportée à son foyer. Il 
est clair que tout le reste de la composition devait se res- 
sentir de cette première faute, pourtant si facile à éviter. 

Les élèves qui ont trouvé l’équation exacte de la courbe 
n'ont pas toujours su en déduire la forme, tant on est 
peu exercé sur la construction des courbes d’après leurs 
équations. Quelques-uns ont commencé la discussion par 
rechercher si la courbe n’avait pas de points d'inflexion à 
l'infini ; mais le point placé à égale distance du sommet de 
la parabole et de son foyer leur a échappé. 

La composition de Mathématiques étant une épreuve 
sérieuse et qui a une grande importance, il convient que 
les candidats s’y préparent en traitant avec le plus grand 
soin des questions d'application. On ne devrait étudier 
aucune théorie un peu importante, sans traiter une ques- 
tion qui s’y rapporte. Malheureusement il n’en est pas 
ainsi: nous avons vu des élèves intelligents ne point faire 
les compositions données par leurs professeurs. Ils aiment 
mieux, disent-ils, repasser leur cours. C’est une mau- 
vaise spéculation dont ils s’aperçoivent quand il n’est 
plus temps. (HER) 


Li. ss 
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SOLUTION DE QUESTIONS 
PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES. 


Questions 429 et 430 


(voir t. XVII, p. 139 ); 


Par M. BAUQUENNE, 


Candidat à l’École Normale. 


Par le centre d’un polygone sphérique régulier, on 
Jait passer une circonférence de grand cercle, et l’on 
projette sur cette circonférence tous les arcs menés du 
centre aux divers sommets; comment varie la somme 
des puissances n des tangentes des projections quand 
varie la direction du grand cercle? Question analogue 
pour un polygone régulier dans un plan.  (Vanxson.) 


Soient O le centre d’un polygone, À un quelconque de 
ses sommets, À’ la projection de ce sommet sur l'arc de 
grand cercle considéré. En désignant par r le rayon polaire 
du polygone, le triangle sphérique rectangle AOA’ donne 


tangOA' — tangr cos AOA’. 
Si N est le nombre des côtés du polygone, . est 


l’angle au pôle. Appelons «& l’angle caractéristique du 
grand cercle choisi, et À un nombre entier inférieur à N, 
on aura 


UT 
AOA’ — Frs 
a + N 


tang OA’ — tangr cos (- + À +) 
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En désignant par S, la somme cherchée, 
k=N—1: 


S, — tang”r 45 cos” (« + À Si : 


k —=0 


On a, d'après une formule connue, si 7 est pair, 
27 
2 cos Lo —- k N 


27 nr 27 
COST (+42) + = cos (x — 2) (a+ 42) À à 
\ 


et si 72 est impair, 


a! cos" | & + # Ê2 
N 


\ 


= cos 7? («+ +) + = cos (n — 2) («+47) 


PEU con — 4) (2+42) 2 


: n +13 
n(nr—1)... À 3 


- COS + À Ca 
(ni 2 





+ 
TENTE 


2 


RAD ARR IEE 





Tout revient donc à former des sommes telles que 


k=N— 1 


27 
D cos (- + À +) 


k=0o 
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m étant un nombre entier quelconque. Les arcs considé- 
rés étant en progression arithmétique, il suffit d’appli- 
quer une formule connue, et l’on trouve que le numéra- 
teur est nul sans que le dénominateur le soit, toutes les 


. nm? Œ . kA . L1 L2 
fois que N n est pas entier, ce qui arrive en particulier 


si m est inférieur à N. La plus grande valeur de m étant 

ñ, la somme précédente sera nulle si le degré de la puis- 

sance est inférieur au nombre des côtés du polygone. 
Donc, si # est impair, | 


SrE40;, 
el si z est pair et égal à 2p, 


(p+i)(p+2)...2p Ntang”r 


Der MONET 22P 


Cette somme est donc constante. 
Si l’on avait considéré le polygone dans un plan, on 


aurait eu 
OA! — rcos AO’, 


et une suite de calculs identiques. 
Dans le cas où p — 1, la dernière formule se simplifie 
et donne 


S a : 
RS, ang“ re 
2 5 5 


C’est la question 429. 


Question 590 


(voir tome XX, page 141 ); 


Par M. A.S. 


Si l’on prend les polaires des points milieux des côtés 
d’un triangle, relativement à une conique quelconque 
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inscrite dans le triangle, ces polaires déterminent un 


triangle qui a une surface constante.  (Faure.) 


Prenons le premier triangle dont les longueurs des 
côtés sont a, b, € pour triangle de référence; une co- 
nique quelconque inscrite dans ce triangle aura pour 
équation 


Do + mft+ ny — 2mnfy — 2nlye — 21maf = 0. 


La polaire, par rapport à cette conique, d’un point 
quelconque &’, (”, y’ a pour équation 


(la— mB—ny)la + (mB— ny — la) mf 
+ (2y—la— m$)ny —=o. 


Les coordonnées du premier point milieu sont 




















, g' a sinC ,  _asinB 
(e A 0, == ] = : 
; É 7 rt 
celles du second, 
b sin A b sinC 
ET NE M MC — : 
2 2 
et celles du troisième, 
À "HRCSIL y,  CSinA 
7 —=0, «x — , ee . 
2 2 


En portant ces différentes valeurs dans l'équation géné- 
rale de la polaire, on obtient 

(1) (mc+ nb) lux — (mc— nb) mB + (mc— nb)ny—=o, 
(2) ({c — na)la —(le + na) mB — (lc — na) ny = 0, 


(3) (/b — ma) la—(1b — ma) m8 — (Ib + ma) ny —=o. 


Les distances des trois sommets du triangle de référence 
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à la droite (1) sont (1. XX, p. 224) 


mc + nb 
s ? 


u 


à la droite (2), 


lb — ma 





Viry 


a 


et à la droite (3), 


S étant l'aire du triangle de référence, S’ celle du 
triangle formé par les droites (1), (2) et (3), on a (voir 


endroit cité) 


en posant, 





«a 
a 


lc — na 
lmn 
pare [b — ma 
abc 
me + nb 
| IDE 10 
Imn | mc+ nb 
abc | ” 
| l 
mc + nb 
{mn CE na 
abc | } 
l 
1e: = na 
Imn lb — ma 
abc 
| 

















mc — nb mc — nb 
Le mn : n he 
b c 
lb — ma lb + ma 
7 mer lex SEE 
b c 3 
le + na lc — na 
Don VIT ten 1 D ——— 0° 
b c 


2 
Si S L 


le + na 
lb — ma 
mc —4nb 
lb ma 
mc — nb 
b 
om 
mc — nb 
{Ce + na 
b 
pe 
lc + na 
1b=— ma 
b 
om 


PP, P.’ 


conformément à une notation connue, 


lc — na 

{lb + ma 
— nc + nb 

lb + ma 
— mc + nd 


[S 


n 
— ME RD 
lc — na 


té 


n 
lc — na 
lb + ma 

. 


4 
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Ces quatre déterminants se réduisent facilement à 
PH 8min) D, —4l'ma, D,= {im a DP; Nm, 
on en déduit, en portant dans la formule ci-dessus, 
ete à 


ce qui démontre le théorème et donne la valeur de la 
constante 


Question 649 
(voir 2° série, t. 11, p. 189); 


Par M. CHarzes CAYLA, 


Maître d’études au collége Rollin. 


On donne une surface conique du second degré sur 
laquelle on peut placer un trièdre trirectangle; on sait 
qu'on peut alors en placer une infinité; par les trois 
arêtes de l’un de ces trièdres, on mène des plans nor- 
maux à cette surface; ces trois plans se coupent suivant 
une méme droite, dont on demande le lieu, lorsqu'on 
déplace le trièdre sur la surface conique. (Mannueim.) 


Je suppose d’abord la surface conique rapportée à l’un 
des trièdres trirectangles que l’on peut placer sur sa sur- 
face. Son équation sera 





By'z' + B'z/x + B’zx'y! — o. 


Le plan tangent à la surface suivant l’axe des x a pour 
équation 


L'équation du plan normal correspondant est 


B' y! D pi o! 


(#14 
Par symétrie, on aura pour les équations des deux 
autres plans normaux 


B’z— Bz'— 0, 
Bx! — B'y' = 0 À 
Ces trois plans normaux passent par la droite 
Dar h 2. 


Rapportons maintenant la surface à ses axes. Son 
équation prendra la forme 


Sax? + S'y? + S”z? — 0. 


On a pour tous les points de l’espace les relations con- 
nues 


By'z + B'z'x'+B'x'y/=Sx+ S'y + S’z?, 
zx’? + y + = a+ pt + 71. 


Or nous pouvons écrire les équations de la droite 


Var + y?+ z!2 





— 


2! 
ul I I “4 
EST BB pr 


A VBy'2 + B'z'x + B'x/y! 
E BU BU Ee 
Vrr TBE BE 
Élevant au carré les deux derniers rapports et tenant 
compte des relations précédentes, on a l’équation du lieu 
a+ y? + 27° ME GS DÉS SE 21 
B2B?+ B’B2+ BB?  BB/B’(B+ B°—+ B”°) 
Posant 
BB'B” (B° + B'?+ B’:) 


BB?+ B'B2+ BB? ? 


l'équation devient 
(A—S)a+{(k —S')y'+(k —S’)z— 0. 


Cette équation représente un cône du second degré rap- 
porté à ses axes. 








BULLETIN. 


(Tous les ouvrages annoncés dans ce Bulletin se trouvent à la librairie 
de Gauthier-Villars, quai des Augustins, 55.) 


TRAITÉ DE GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE; par MM. Eugène 
Rouché, professeur au lycée Charlemagne, répétiteur 
à l'École Polytechnique, etc., et Charles de Combe- 
rousse, professeur au collége Chaptal, répétiteur à 
l’École Centrale, etc. — Première partie : GÉOMÉTRIE 
PLANE. In-8 avec 265 figures dans le texte; 1864. 
Prix : 4 francs. — Deuxième partie : GÉOMÉTÉIE DANS 
L'ESPACE ET COURBES USUELLES. În-8 avec 305 figures 
dans le texte; 1866. Prix: 6 francs. — Paris, chez 


Gauthier-Villars. 


En rendant compte de la première Partie de ce Traité ( Nou- 
velles Annales, janvier 1865), nous avons fait connaître le but 
de l’ouvrage : développer avec le plus grand soin la partie 
classique et résumer dans un Appendice les principales mé- 
thodes de la Géométrie moderne. Cette seconde Partie montre 
encore mieux que la première le but que les auteurs se sont 
proposé. Les Appendices y tiennent une plus grande place; car 
ce n’est que quand on possède un nombre suffisant de principes 
qu’on peut entreprendre efficacement l’analyse des travaux les 
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plus sérieux. Occupons-nous d’abord de la partie classique de 
l'ouvrage. 

Le cinquième Livre a subi une heureuse modification rela- 
tive à la perpendiculaire au plan. On sait combien cette theo- 
rie est minutieuse quand on veut l’établir rigoureusement, et 
combien elle donne de peine à ceux qui l’étudient pour la pre- 
mière fois. La démonstration du théorème fondamental offrait 
l'inconvénient de prouver la propriété, en quelque sorte, d’une 
manière aveugle, sans que l'esprit aperçüût les motifs qui le 
guidaient dans la série des raisonnements; en outre, la défini- 
tion de la perpendiculaire au plan était donnée d’une manière 
trop restreinte; il fallait chaque fois, dans les applications, 
transporter les droites du plan parallèlement à elles-mêmes; 
de là des longueurs, des redites fastidieuses. En commencant 
par définir d’une manière générale l’angle de deux droites, et 
profitant d’une démonstration très-lucide et très-simple qui 
leur a été suggérée par M. Ossian Bonnet, les auteurs sont 
parvenus à rendre cette théorie à la fois logique, facile, et sur- 
tout commode dans les applications; le théorème des trois per- 
pendiculaires, la proposition qui consiste en ce que deux 
droites parallèles ont leur plan perpendiculaire commun, et 
beaucoup d’autres, deviennent ainsi évidentes. Notons d’ailleurs 
qu’on obtient tous ces avantages sans renverser l’ordre établi, 
car il suffit de déplacer deux théorèmes. Il y a donc là une 
véritable amélioration, et non une de ces innovations inutiles 
que les auteurs ont constamment évitées dans tout le cours de 
l'ouvrage. 

Ce cinquième Livre renferme toutes les propositions néces- 
saires au début de la Géométrie descriptive, et nous appellerons 
encore l'attention sur l'exposition de la théorie des angles triè- 
dres et polyèdres. 

Dans le sixième Livre, la mesure du parallélipipède, celle de la 
pyramide et du prisme tronqués ont été simplifiées, grâce à 
quelques remarques heureuses; nous citerons particulièrement 
une démonstration nouvelle du volume des troncs de pyra- 
mide triangulaire, la distinction entre les troncs de première 
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et de seconde espèce qui facilite les applications de l’Algèbre, 
un théorème très-général sur le volume de certains polyèdres 
dû probablement à Steiner, et la théorie de la symétrie, qui a 
été amenée au dernier degré de simplicité à l’aide des travaux 
de Bravais, que M. Prouhet avait déjà mis à profit dans son 
édition des Éléments de Lacroix. 

Le septième Livre comprend l'étude des corps ronds et des 
notions générales sur les surfaces. On sait combien la Géométrie 
sphérique a pris d'importance dans les examens pour l'École 
Polytechnique. Les élèves trouveront dans cet ouvrage tous les 
développements désirables sur ce sujet. Les volumes des corps 
ronds sont donnés d’une manière rigoureuse et très-simple, en 
profitant de l’amélioration que les auteurs avaient déjà intro- 
duite dans la mesure de la circonférence. Nous avons encore 
remarqué la démonstration relative au plan tangent à une sur- 
face quelconque, que M. Rouché professe depuis plusieurs an- 
nées dans son cours de Géométrie descriptive, et celle du plus 
court chemin entre deux points sur la sphère, qui a été commu- 
niquée aux auteurs par M. Bonnet. 

Enfin le huitième Livre, consacré aux courbes usuelles, ren- 
ferme d’abord l’étude de l’ellipse, de l’hyperbole et de la para- 
bole, d’après leur propriété focale, d’où découlent les pro- 
priétés des tangentes dont la demonstration a été améliorée. 
Puis vient un chapitre sur la section du cône et de la surface 
gauche de révolution, où l’on établit d’une manière simple que 
la projection d’une conique sur un plan est encore une conique. 
Ici s’est glissée une faute que les auteurs nous ont prié de si- 
gnaler. A la page 660, entre les lignes 27 et 26, il faut insérer 
la phrase suivante qui a été omise dans la composition : « dont 
le diamètre est égal au petit axe de l’ellipse. » Les tracés qui 
dérivent de l’ellipse comme projection du cercle et l’étude de 
l’hélice terminent la partie classique de ce huitième Livre. 

Passons aux Appendices. Nous ne nous arrêterons pas sur 
celui du cinquième Livre où se trouvent réunies les propriétés 
du quadrilatère gauche et du rapport anharmonique de quatre 
plans. Celui du sixième Livre contient dejà des travaux d’une 
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importance capitale : les propriétés des polyèdres convexes qui 
découlent du fameux théorème d’Euler ; l'étude difficile des con- 
ditions nécessaires et suffisantes pour déterminer un polyèdre 
convexe, d’après les travaux de Legendre et de Cauchy; la 
théorie géométrique des centres de gravité, son application à la 
détermination du volume du tronc de pyramide à base quel- 
conque, etc. 

Mais les deux Appendices les plus importants sont sans con- 
tredit les deux derniers, l’un de cinquante pages, l’autre de 
soixante-dix, imprimés en petits caractères, et remplis, non 
de faits isolés, mais de théories fondamentales résumées avec 
beaucoup de précision et de clarté. Il nous serait impossible 
d’en donner ici une analyse complète ; nous appellerons seule- 
ment l'attention sur les points principaux. 

Dans le premier, on trouve d’abord la théorie des polyèdres 
réguliers ordinaires et celle des polyèdres d’espèce supérieure : 
« les mémorables découvertes de Poinsot, matière ardue que » 
(suivant les paroles prononcées par M. Chasles, en présentant 
l'ouvrage à l’Académie des Sciences) « les auteurs sont parve- 
» nus à exposer avec une grande lucidité, en analysant les tra- 
» vaux de Cauchy et de M. Bertrand sur ce sujet. » On a en 
outre rectifié quelques erreurs relatives à l’espèce des nouveaux 
polyèdres et représenté ces corps au moyen de quatre belles 
figures gravées par Dulos. Une autre partie remarquable de cet 
Appendice est celle qui est relative aux compléments de Géo- 
métrie sphérique, au problème du contact des sphères, et sur- 
tout à l'étude des figures tracées sur la sphère, où l’on a généra- 
lisé les propriétés du rapport anharmonique, des axes radicaux, 
des pôles, des polaires, des centres de similitude, etc. On y 
trouve en outre le complément de la méthode des rayons vec- 
teurs réciproques, la projection stéréographique, le théorème 
de Guldin et la démonstration, suivant Steiner, de la propriété 
dont jouit la sphère d’être maximum parmi les corps de même 
surface. Q 

Le deuxième Appendice débute par une exposition succincte, 
mais complète, des divisions homographiques et de linvolu- 
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tion, en partant de l'équation à quatre termes. On est ainsi 
conduit naturellement et rigoureusement à l'introduction des 
imaginaires en Géométrie et à la notion féconde des points du 
cercle situés à l’infini, due à M. Poncelet. Cette partie du livre 
a valu à leurs auteurs de justes éloges de la part de M. Chasles, 
dont l'autorité est si grande en pareille matière, et qui en 
a conseillé la lecture aux auditeurs de son cours à la Sor- 
bonne. 

Les principes n'offrant d'intérêt que par les applications 
qu’on peut en faire, MM. Rouché et de Comberousse ont tenu 
à montrer toute la fecondité des théories précédentes en les 
appliquant aux coniques considérées comme intersection de 
deux faisceaux homographiques, Leur but a été d’établir par 
la Géométrie pure les propriétés des coniques que l’on expose 
ordinairement par l’analyse dans les cours de Mathématiques 
spéciales. Toutes les démonstrations y sont très-simples, et un 
grand nombre d’entre elles sont dues aux auteurs de ce livre. 
Nous signalerons surtout celle du théorème fondamental, l’in- 
troduction des foyers, la recherche des équations des trois 
courbes, etc, Après cette exposition des propriétés fondamen- 
tales, on trouve une rapide esquisse des méthodes générales, 
les principes de la méthode des polaires réciproques, la théorie 
des figures homologiques, la méthode par projection conique, 
suivies d’un grand nombre d’applications propres à en bien 
faire comprendre l'esprit et la fécondité, et à inspirer aux 
jeunes gens studieux le désir de lire les savants écrits de 
MM. Chasles et Poncelet. 

Deux Notes terminent cet ouvrage. Dans la première on a 
reproduit la démonstration, convenablement élucidée, de Lam- 
bert sur l’incommensurabilité de x. Dans la seconde, on fait 
connaître sous forme de déterminants quelques relations fon- 
damentales dues à Euler, Lagrange, Carnot, et pour la démons- 
tration desquelles on a mis à profit les travaux importants de 
Joachimsthal, Brioschi et Cayley. 

Cette analyse, que le grand nombre de matières renfermées 
dans l’ouvrage ne nous a pas permis de réduire à des propor- 
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tions plus courtes, permet de reconnaitre que les auteurs ont 
bien atteint le but qu’ils s’étaient proposé : donner à ceux qui 
feront une lecture attentive de ce livre une connaissance exacte 
de toutes les méthodes nouvelles, et les mettre dès lors à même 
de lire avec facilité les ouvrages spéciaux dans lesquels elles se 
trouvent développées. 

Nous ne reviendrons pas sur ce que nous avons dit dans 
notre premier article relativement à la partie matérielle de ce 
Traite. Toujours le même soin et la même élégance dans l’im- 
pression; les énoncés des propositions, écrits en lettres ita- 
liques, permettent de résumer en un instant toute la marche 
d’une théorie très-étendue; les nombreuses figures intercalées 
sont dessinées très-nettement, et sous tous les rapports cet ou- 
vrage occupera une place distinguée parmi les belles éditions 
sorties des presses de M. Gauthier-Villars. 

Nous avons déjà parlé des nombreuses questions proposées 
comme exercices dans la première Partie; la seconde n’est pas 
moins riche en applications; le choix des théorèmes et des pro- 
blèmes est fait avec la même attention; leur nombre est de 654, 
ce qui porte à 1157 le nombre total des exercices proposés 
dans ce Traite. 

Nous ne terminerons pas sans signaler au lecteur une Pré- 
face intéressante dans laquelle les auteurs ont donné une his- 
toire succincte de la Géométrie depuis ses origines jusqu’à nos 
jours. Ce travail était d'autant plus utile, comme introduction 
à l'ouvrage que nous venons d’analyser, que peu de lecteurs 
peuvent se procurer aujourd’hui le magnifique ouvrage de 
M. Chasles sur l’origine et le développement des méthodes en 
Géométrie. 

S. Hauser, 


Professeur de Mathématiques spéciales au lycée 
Charlemagne et au collége Chaptal. 
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D 


QUESTIONS. 


749. My? + Nx°— 1 = o étant l’équation d’une co- 
nique ; 

a, 6, y représentant les angles faits avec l’axe des x 

e A , 9 ° e 0 C2 

par les trois côtés d’un triangle inscrit dans la conique; 

Los.Yo, r représentant les coordonnées du centre et le 
rayon du cercle circonscrit à ce triangle ; 

On a les relations suivantes : 


sin & sin 6 siny — PSE OU: 
r(M—N) 
COS à COS6 COS y — ANR) : 
Mr 
M[r,+rcos(a+8+y)Pæ+N[zr, +rsin(a+6+y)f— 1—0. 


(J.-J.-A. Marmeu.) 


790. Si on fait la projection gauche (*) d’une figure 
plane sur un tableau plan, et si on fait ensuite tourner 
l’un des deux plans autour de leur intersection com- 
mune, les deux figures demeureront toujours les projec- 
tions gauches l’une de l’autre. 

(Asez TrAnson.) 

751. La surface de révolution engendrée par une ellipse 
de Cassini tournant autour de son axe non focal est cou- 
pée par un plan bitangent suivant deux cercles. 

En général, si on coupe le tore par un plan parallèle à 
l’axe du 1ore, la surface engendrée par la révolution de la 
section plane ainsi obtenue autour de son axe {parallèle à 
celui du tore) sera coupée par un plan bitangent suivant 
deux cercles. (Darsoux.) 








(*) Voir l’article intitulé : De La projection gauche ( Nouvelles Annales, 
septembre 1865.) 
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ee es 
rm a + 0 CA 





THÉORIE DES SURFACES POLAIRES D'UN PLAN 


(voir 2° série, t. IV, p. 413); 


Par M. PAINVIN. 





Définition et propriétés principales des surfaces 
polaires d’un plan. 


1. L'ordre d’une surface est égal au nombre des points 
en lesquels elle est rencontrée par une droite quelcon- 
que; l’ordre est égal au degré de l’éguation ponctuelle. 

La classe d’une surface est égale au nombre des plans 
tangents qu’on peut lui mener par une droite quelconque ; 
la classe est égale au degré de l’équation tangentielle. 

S 5 


Soient une surface de n°"° classe et un plan fixe P ; par 
une droite quelconque D, situce dans ce plan, menons 
à la surface ses n plans tangents T,, T:,..., T,;j ap- 
pellerai polaire (n — p)°" du plan P l’enveloppe d'un 
plan Q passant par la droite D et tel, que 


| [ I 1 / I 1 
2 Se nr Pre PDQ lang HE.) 
() ef 
| K , I | 
ù MIN PSC NON QU FETES SE (} 
{ VE PDQ : tang PDT, ; 


la somme s'étendant à toutes les combinaisons p à p des 
différences correspondant aux n angles dièdres PDT, 
os ie PDT... 

L'ordre des lettres indique le sens de rotation des 
angles ; on regardera ces angles comme positifs ou néga- 
üfs, suivant que la rotation ainsi indiquée: a lieu dans 
un sens ou en sens contraire. 


Ann. de Mathémat., 2° série, t. V. (Février 1866.) 4 
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Cette relation peut aussi s’écrire 


à Te É NS , sl: 
sin QDT, sin QDT,;  sinQDT, 
(1) TM RRQ RETENU LE RRRPET PE SERRE | SFR 


» SinPDT, sin PDT, sinPDT, 

2. Pour déterminer les surfaces polaires d’un plan, 
je désignerai par (Xo; Vos Zo> to) les coordonnées du 
plan P; par (x, y, z, t) celles du plan variable Q; et 
enfin par (x;,7:, z;, t:) celles du plan tangent T; passant 
par l'intersection D des plans P et Q ; nous aurons, d’a- 
près les formules (11) (1'° partie), 


to + px ÀYo + LY 120 + 2 
Here ponranert à VO Si io enr ic L—= "TT T2 
P P LS 
(1) LB PATRE 2Mé 
À to + pt TOHSIN OISE EX 
nl Meier le ones 00 à: 
F sinT;DP À 
Soit alors 
(2) U(2/95 5, 0}20 


l'équation tangentielle de la surface; les solutions de 
cette équation donneront les coordonnées des plans tan- 
gents à la surface. Si, dans l'équation (2), nous rempla- 
çons Xi Vis Zi l par leurs valeurs (1), nous obtien- 


# e x 0 
drons une équation en -; dont les racines seront les 
L- 


rapports des sinus des angles des plans tangents T'; avec 
les plans Q (x, y, z,t) et P (x, Yo; 30 to). En égalant 


, AN TE P ; 
à zéro le coefficient de (=) ou de (:) > nous expri- 
Fe 


\ 


merons que la relation (II) est satisfaite, car ce coefli- 
cient sera, d’après ce qu’on vient de dire, 

SES ENST tubTRS 

sin QDT, sin QDT,  smQDT, 


p sin T,DP sinT,DP sin T,DP 


(01) 
Nous aurons ainsi une relation entre les coordonnées 
(x, y, z, t) du plan Q; cette équation en représentera 
donc l’enveloppe et sera, d’après notre définition, l’équa- 
tion tangentielle de la polaire (n — p)*" du plan P. 


L'’équation (2) étant homogène, la substitution des va- 
leurs (1) donne | 


\ 


(3) Ur +uzx, Àÿo + pYr Am + uz, À + pt) — 
La formule de Taylor 
PATES FE PTT Pr H 0) 


fers 4+ (ete 


dx 


appliquée à l'équation (3), en regardant «, £, y, d comme 


respectivement égaux à x, af = 2) . {, nous con- 


duit à - 
[72 
| U, a à 5 AU, TRE = (£) AU, Fr te 


1 D a— [ p n—1 a) 
"+ Le AsDi4. | U=- + = 
(5) (5 :) AU (5 0, 


après avoir adopté les notations symboliques 


(4) 





dx dy dz d 


d. d. 4 d.\P 
ju pe one tete SAINS ATRUT, 
(5) | 


Mo, de, rar 
Ar Me 77 LT NLNMTS Lure 
TR NEC AE 


bi dire, Zos Lo) 


y* 


JL 


(52) 
Car il est facile de se convaincre que 
/ À) U, — Lyer U, 
c'est-à-dire 


à d. d. d. 
6 fe Fi LAPERE 
(6) es des a)" Fe 
nes d. d. Kg sn 
ue _— — D, 8 os : 
art arf. bah a 


il suffit pour cela de ps l'équation (3), en y con- 


Rate : ; A 
sidérant &, 6, y, 0 comme respectivement égaux à - %; 
E 


XX ET AIME AT 
— Vos = Zos — Lo, et d'identifier le résultat obtenu avec le 
ke FE 


lb 
premier développement. 


D'après cela, la (n — p)*"* polaire du plan (x,, Y5: 


25 Lo) & Pour des 





/ sde d. d. d. 
A EE IA _— Fr 
d. F5 48 d. d.\®P 
An FE Re: Lo — = 
re AUTE de PEROU OU ED é ÿ vs. 


ou bien la p*"° polaire du plan (xs, Yo Zo> Lo) & pour 
équation 


d. 121) rue CPE 
ap Uo— (- + +i He ge) U,—0, 


dy dz dt 
(7 bis) ou 
d. d, d. d. \p | 
nor es D CR pans 
PU É< dx ta ay 7 ne dt} on 


Nous conclurons de ce calcul que : 
La (n—p}°" polaire d'un plan est de la p'"* classe, 
ou la p*"* polaire est de la (n —p)"" classe. 
a (n— 1)" polaire est un point : je l’appellerai 
L Fnaepol t / Listg e PE Il 
point polaire du plan. 
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3. On peut, dans la relation (IF), remplacer les rap- 
ports des sinus par les rapports des distances correspon- 
dantes. Désignons par d, et À; les distances d’un point du 
plan tangent T; aux plans P et Q; cette relation de- 
viendra 

tt chalet pt 

SUR Pre 0. 
Mais si l’on suppose que le plan P s'éloigne à l’infini, les 
plans Q, T,, T:,..., T,, qui se coupent suivant une même 
droite située dans le plan P, deviendront parallèles; les 
distances d; pouvant être regardées comme égales, la re- 
lation ci-dessus donnera 


(IT) Dh. sp = 0; 


À; étant la distance du plan Q au plan parallèle T; et 
cette somme s'étendant à toutes les combinaisons p à p 
des n distances À,, À2,..., An 


Ceci posé, imaginons qu'on mène à une surface de 
nie classe tous ses plans tangents parallèles à un méme 
plan quelconque ; soit alors un plan Q parallèle à ces 
plans tangents et tel, que 


DD, 


quelle que soit la direction considérée; le point Q 
enveloppera une certaine surface que j'appellerai la 
(2 — p)}°" enveloppe diamétrale de la surface primi- 
tive. 


On voit, par ce qui a été dit ci-dessus, que les enve- 
loppes diamétrales sont les polaires du plan à l'infini. 

Les coordonnées du plan à l'infini sont infinies ; mais 
on voit facilement, par les formules de la première par- 
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tie, que ces coordonnées sont entre elles comme les con- 
stantes m, n,p, q (1°° partie, 1, 3, 4). Donc: 


La (n— p})°"* enveloppe diamétrale se déduira de 
la (n—p)*"* polaire du plan (xs, Yo; Zo to)» € Y 
remplacant ces coordonnées respectivement par les con- 
stantes m,n, p, q. 


4. Avant de passer à l'étude des principales propriétés 
des polaires, Je ferai quelques remarques sur les formes 
symboliques que j'ai employées. Et d’abord je prendrai 


la notation plus générale 


L: di d. d. \P 
A,U — re déclare à IE 
(8) dx dy dz a 


A A, 


d. A% e FRE 2 
App Ui = (- A NS ie SRE a) | v'ige 


ui donne. sous deux formes différentes. la p*”* polaire 
q ; Ù P P 
du plan P/(x;,7:, 37, ti). 


Je vais démontrer les deux identités 


| (9) A, (AU) = 4, (AU), 
(10) A}, (A; à E} R'ETREA EE 


La première de ces relations rendue explicite donne 


SAT a q d. lu 
ARE AR PT: ie DURS 
d à vw d. q 
mis — —- e Cie AN, . 
rene) (Seul 


\ | G 





ue) 








Or le terme général de la fonction H est 


P! Lx +B ++ 
néant 

£ RAM pare mer 

alplytô! dx dy ds! dt 
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et, par suite, le terme général du premier membre de 
l'égalité (1°) sera 


AE ù 
- AA TRE ARE a pla pat yP a? 
ælBlyldl ol Bi! y! 0! J J FU } 7L'a 


29 
) DL ef € 2 a CLS 6 


SHIRT TES DR ON FANS D EU 1017 V5 EN LES LU AETUR 
dat + dyË + Fs dz/ 1h Ts 


en admettant que les nombres entiers positifs «, «,, etc., 
vérifient les relations 


(OR EP EEE D 
+ Bi+ Y+ di g. 


(3°) 


En opérant de la même manière sur le second membre de 
l'égalité (1°), on retrouve la même expression pour le 
terme général. L'identité (9) est donc vraie. On démon- 
trera l'identité (10) en introduisant l'hypothèse 7 — à 
dans l'expression (2°), et en ayant égard à l'identité 
(& + a) (ea) = (e+ ap. 

5. Taéonkme I. — S: par une droite fixe D on mène 
les plans tangents à une surface donnée par son équa- 
tion tangentielle, le produit continu des sinus des 
angles d’un plan quelconque Q passant par cette 
droite D avec les plans tangents est proportionnel au 
résultat de la substitution des coordonnées de ce plan 
dans le premier membre de l’équation de la surface. 


Ce théorème n’est que la traduction de l'égalité sui-- 
vante, qui nous est fournie par l'équation (4), 


sin QDT,. sin QDT,...simQDT,  U(x,y,z,t) 
FT PS RTE U, Fes Vos 203 bo) 


sin PDT, . sin PDT, ... sin PDT, 


6. Taéorème Il. — Le point polaire d'un plan est le 
centre harmonique par rapport au plan des points de 
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contact des plans tangents issus d’une droite quelcon- 
que situce dans ce plan; le centre harmonique reste donc 
invariable lorsque la droite se déplace dans le plan. 


Soient T;, T:,..., T, les points de contact des plans 
tangents T;, T:,..., Ÿ, menés à la surface par une 
droite D située dans un plan fixe P ; le pornt polaire du 
plan P est l'enveloppe des plans Q satisfaisant (1) à la 
relation 











(r2 AR tin —- É- A7 ir SH". OUR : Las 
ALI à AN ET Te LP TR 
tang QDP tang PDT,  tang PDT, tang PDT, 


Or, je dis que le plan Q passe par le centre harmo- 
nique C, par rapport au plan P, des points T,, T,,..., 
T,. Menons (*}, en effet, par C un plan perpendiculaire 
à la droite D, et désignons par #,, &,..., 1, les points 
d'intersection par ce plan auxiliaire du faisceau (MT, 
MT:,,..., MT,), M étant un point quelconque du plan P ; 
et soient (Or, Of:,..., Of,, Op, Og) les intersections 
par ce même plan auxiliaire des plans (DT,, DT,,..., 
DT,, DP, DQ). D'après la définition du centre harmo- 
nique d’un système de points dans l’espace, le point C 
sera le centre harmonique, par rapport à la droite Op, 
des points (fi, {»,..., t,) situés dans le plan auxiliaire. 
Menons enfin par le point C une droite perpendiculaire 
à Op, et soient {p', q', t,,t,...., 1, ) les intersections 
de cette perpendiculaire avec les droites (Op, Og, Ox,, 
Ot:,..., Ot,). D'après la définition du centre harmo- 
nique d'un système de points dans un plan, le point C 
sera le centre harmonique, par rapport au point p', des 
points (£,#,,..., t,) situés en ligne droite avec p'; nous 


(*) Le lecteur est prié de faire la figure. 


le 
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aurons par conséquent 
2 I il Ï 


(2°) tr — > Le Re * 


Cp’ P’ "si AT p't 





Mais si nous remarquons que 





RU EN ile tr 
tang QDP — 05? tang PDT; — 0p Ù 
la relation (1°) nous donne 
EL I ] 1 
(39 perde ACTE DS QG FU 
q P Pt, P Lo ÿ cap 


De la comparaison des égalités (2°) et (3°) résulte 
p'C = p'q', c'est-à-dire que le point C coïncide avec le 
point g', ou enfin que le plan Q passe par le centre har- 
monique C, par rapport au plan P, des points de con- 
Fin oi at gi PSE A ON 

Cr le plan Q est tangent au lieu des centres harmoni- 
ques. En effet, le point de contact d’un plan tangent est 
l’intersection de ce plan avec les plans tangents infiniment 
voisins; par suite, si nous considérons des faisceaux de 
plans tangents infiniment voisins du précédent, le point C 
restera le même, et les plans Q” correspondant à ces fais- 
ceaux se couperont au point C; donc le point C est le 
point de contact du plan Q. Aïnsi les plans Q envelop- 
pent le lieu des centres harmoniques des points de contact 
des plans tangents issus d'une droite quelconque du 
plan P; or, l'enveloppe des plans Q est un point, point 
polaire des plans P. Donc, etc. 

Lorsqu'on suppose le plan P à l'infini, le centre har- 
monique devient le centre des moyennes distances, et 
nous avons ce théorème : 


$1 l’on mène à une surface de n'°"° classe tous 
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ses plans tangents parallèles à un même plan, leurs 
points de contact auront pour centre des moyennes dis- 
tances un point fixe, quelle que soit la direction du 
plan considéré, et ce point fixe est le point polaire du 


plan à l’infinr. 


Je donnerai à ce point le nom de centre des moyennes 
distances de la surface. À 


7. Taéorkme III. — S: deux surfaces de n°”° classe 
sont tangentes aux mêmes points à un même faisceau 
de n plans, le point polaire d’un plan quelconque pas- 
sant par l’arête du faisceau sera le méme pour les deux 
surfaces. 


Car le point polaire coïncide avec le centre harmo- 


nique, lequel est évidemment le même pour les deux 
surfaces. | 


Corozzaire [. — Si P est le plan considéré passant 
par l’aréle du faisceau, et si, par une droite quelcon- 
que D située dans ce plan, on mène les plans tangents 
TT, T,,..., TT, à la première surface, puis les plans 
langentis ti,te,...,;t} à la seconde, on aura la relation 


I 16 I 
tang PDT; tang PDr; 


Le point polaire du plan P est en effet le même pour 
les deux surfaces; or, si Q est le plan passant par la 
droite D et le point polaire commun, on a (I) 


nr I 7 1 
tang PDO 2 du 0 PT TT 
BAR tang PDT, tang PDQ tang PDr; 


ce qui démontre la relation énoncée. 


Corozzarre II. — Par une droite fixe D, menée dans 
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un plan P, soient menés les n plans tangents T;, T:,..., 
T, à une surface de n°"° classe; maintenant, par une 
droite quelconque D’ située dans le méme plan, condui- 
sons les n plans tangents ti, t:,..., {,; puis, par cette 
même droite D' et les points de contact des plans tan- 
genmtsT,, T:,..., T,, menons les n plans D'r;, D'r:,..., 
D'r, ; on aura la relation 


I I 
>, LA RENE DT pale 
tang PD’#; tang PD’r; 
Nous pouvons en effet regarder les r points de con- 
-tact des plans tangents primitifs comme une surface de 
nème classe; et alors les plans tangents menés à cette sur- 
face par la droite D’ ne sont autres que les plans D’r;, 
D’r,,..., D'r,; le théorème énoncé n’est donc qu'un cas 
particulier du corollaire précédent. 


CorozLarRE III. —ZLorsque deux surfaces de n*"* classe 
sont tangentes aux mémes points à un méme faisceau 
de n plans parallèles, ces deux surfaces ont le méme 
centre des moyennes distances. 


En effet, Île théorème (II) est encore vrai lorsque la 
droite d’intersection des plans est à l'infini; et alors, le 
point polaire d’un plan quelconque P parallèle aux plans 
tangents communs sera le même pour les deux surfaces; 
or, lorsque le plan P est à l'infini, le point polaire est le 
centre des moyennes distances. 


S. Taéorëme IV. — L'enveloppe des plans dont les 
p”"** polaires touchent un plan donné P, est la 
(n—p})*"* polaire de ce plan. 


La p“"* polaire d’un plan P; est 


d. d. d. d.\"—P 
[l Eee” _— 1 ! r— . 
A,U Fr dl (+ pri dy F dz L me) LPSECE 
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cette surface devant toucher le plan fixe P,, on aura 


(2 d. s dd. 4 de cn di Tu 
| NEA UACE, JA 2 + lo a) PR 


ou, en regardant (Xi; Y1, Z1, (,) comme des coordonnées 
courantes, 


1 tend Le 7 À ils pus 
Lo SEE RES Le là Put T'AS 
* dx y pet dz lo dt ) “+ 





c'est précisément Ja (2 — p)°" polaire du plan P,. 

De ce théorème nous concluons les cas particuliers sui- 
vanis : 

L'enveloppe des plans dont les premières polaires tou- 
chent un plan fixe est le point polaire de ce plan; done 
ces plans passent par un point fixe. 

L'enveloppe des plans dont les points polaires parcou- 
rent un plan fixe est la première polaire de ce plan. 

L’enveloppe des plans dont les pi" polaires touchent 
le plan à l'infini est la (n -— p}*"° enveloppe diamétrale 
de la surface. 


9, Taforeme V. — Les premières polaires de tous les 
plans passant par un point fixe ont (n — 1)° plans tan- 
gents communs, qui sont les (n — 1)° plans ayant pour 
point polaire le point fixe. 


Nous venons de voir, en effet, que l'enveloppe des 
plans dont les points polaires sont sur un plan fixe est la 
première polaire de ce plan; et réciproquement, tout plan 
tangent à la première polaire d’un plan a son point polaire 
sur ce plan; cette réciproque résulte du même calcul. Or, 
soit un point fixe O; imaginons un plan P passant par ce 
point; les plans dont les points polaires décrivent le 
plan P sont tangents à la première polaire S de ce plan, 
surface de (nr —1)°" classe. On voit de même que les 
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plans ayant pour point polaire le point O doivent aussi 
être tangents aux premières polaires $’, S” de deux autres 
plans P’, P/ passant par le point O. Ainsi tout plan tan- 
gent commun aux trois surfaces S’, S”, 5" a pour point 
polaire le point O, et réciproquement. Maïs ces trois sur- 
faces, qui sont toutes trois de (7 —1)""* classe, ont 
(8 — 1)% plans tangents communs. Donc le point O est le 
point polaire de (7 — r)° plans, etc. 


10. Taéonime VI. — Le point polaire d’un plan tan- 
gent à la surface est le point de contact de ce plan tan- 
ent: et réciproquement. lorsqu'un plan contient son 
STE P ) P, 
* point polarre, ce plan est tancent à la surface au point 
/ 4 DCE 5 / 
polaire. 


Car le point polaire du plan P, est 


H dU fau sr dU : 
LL LP EE dy TA PP AN 


or, si ce plan est tangent à la surface, on a 





dU aighé 
rh, TR 


t9v] I ASERENMDEECE 


ces équations donnent précisément le point de contact 
du plan P, (première partie). Réciproquement, en expri- 
mant que le point polaire est sur le plan, on a 


= LA er a pe A 
pe dx 0 “4 dy a “ _dz WA æ), 
m2 3 nU (x, Jos Zos b)— 0; 


c'est-à-dire que le plan P, est tangent. 


A1. Tuéorëme VII. — Les plans langents aux points 
où un plan fixe coupe ure surface sont er méme temps 
tangents à la première polaire de ce plan. 


Nous avons vu en eflet que la première polaire d'un 
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plan P est l'enveloppe des plans dont les points polaires 
décrivent le plan P (8); par suite, sile point polaire est 
un des points de l'intersection du plan P avec la surface, 
le plan dont il est le point polaire sera en même temps 
tangent à la surface en ce point (10). Donc les plans tan- 
gents à la surface aux points oùelleest coupée par le plan P 
sont en même temps tangents à la première polaire de 
ce plan. Réciproquement, tout plan tangent commun à 
la surface et à la première polaire du plan P est tangent 
en un des points d’intersection du plan avec la surface; 
car le point polaire est à la fois sur le plan P (8) et sur le 
plan tangent (10). 


12. Taéorbme VIIL — Les plans tangents aux points 
où une droite rencontre la surface sont tangents en 
même temps à la première polaire d'un plan quelconque 
passant par cette droite. Une surface de n°" classe 
est, en général, de l’ordre n (n —1). 


Soit D la droite donnée, P un plan passant par cette 
droite, et S la première polaire de ce plan; les plans tan- 
gents aux divers points de la courbe d’intersection de- 
vront toucher la surfaces (11). Il en sera de même pour la 
première polaire S° d’un second plan P’ passant par la 
droite D. Ainsi tout plan tangent à la surface en un point 
où elle est rencontrée par la droite D devra toucher aussi 
les premières polaires S et S'. La réciproque est visible, 
car le point polaire d’un plan tangent à S ei S' est sur la 
droite D (8); et comme le plan touche la surface primi- 
tive, le point polaire est le point de contact (10). Or, les 
trois surfaces considérées étant des classes respectives 2, 
(a—1) et (2—1),elles auront, en général, n (2—1)° plans 
tangents communs. Donc la droite D rencontre la surface 
en (72 —1}* points. 

(La suite prochainement, ) 
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DE LA PROJECTION GAUCHE (suite) 


{voir 2° série, t. IV, p. 385); 


Par M. ABez TRANSON. 


XI. Objet de ce second article. — On a vu que, par 
la projection gauche, toute ligne de l’ordre 7 est trans- 
formée en une ligne de l’ordre 27; à moins que la ligne 
primitive ne passe par certains points, circonstance qui 
en réduisant l’ordre à n’être plus que l’un des nombres 
2N—1,2n—2,27—3,...,permet d'obtenir des trans- 
formées d’ordre impair aussi bien que d'ordre pair. 
J'ajoute que toute ligne, après sa transformation, passe 
par trois points particuliers du tableau, lesquels trois 
points sont pour chacune des transformées des points 
multiples de l’ordre n, si 7 marque l’ordre de la ligne 
primitive. 

Ces propriétés, qu'on pourrait croire caractéristiques 
de la projection gauche, lui sont communes avec la trans- 
formation par rayons vecteurs réciproques telle qu’elle a 
été récemment généralisée par M. Hirst (*). D’après cela, 
et probablement aussi à cause de la très-grande diver- 
sité de conditions que comporte cette nouvelle méthode, 
comparalivement à la détermination unique des condi- 
tions de la projection gauche, plusieurs personnes ont 
présumé que les résultats de M. Hirst devaient com- 
prendre, comme des cas particuliers, ceux que j'ai pré- 
sentés dans un précédent article. Je me propose de mon- 





(*) On the quadric inversion of plane curves, by T.-A. Hirsr, F. R. S.; 
from the Proceedings of the Royal Society, Marsh 2, 1865: 
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trer ici qu'une telle opinion serait inexacte. Je rendrai 
raison de ce que les deux méthodes ont en commun cer- 
taines propriétés, et cependant je ferai voir qu'elles ne 
sont pas réductibles l’une à l’autre. Je ne crains pas 
d'entrer dans cette discussion, parce que le lecteur y trou- 
vera au moins l'avantage de connaître les principes de 
l’intéressante méthode due à M. Hirst. 


XII. Taéorème. — S7, après avoir construit une pro- 
jection gauche, on fait tourner le plan du tableau au- 
tour de son intersection avec le plan primitif, les deux 
figures ne cessent pas d’être les projections l’une de 
l’autre (*). 


Cette propriété, qui, comme on sait, appartient aussi à 
la projection centrale ou perspective, nous permettra de 
rabattre le plan du tableau sur le plan primitif, ou mieux 
encore, de faire la transformation gauche d'une figure 
plane dans son plan; ce qui, en supprimant toute considé- 
ration des trois dimensions de l’espace, facilitera la com- 
paraison de cette sorte de transformation avec la méthode 
des rayons vecteurs réciproques. 


XIII. Transformation gauche dans le plan. — Soïent 
A et B les pieds des directrices dans le plan primitif; A’ 
et B'leurs pieds sur le tableau, celui-ci étant supposé 
rabattu sur le premier par une rotation autour de linter- 
section commune //’. 

On verra aisément que pour obtenir le point O' cor- 
respondant ou transformé du point O, il faut joindre ce 
dernier aux points À et B; prolonger les lignes OA, OB 


(*) Je laisse aux jeunes lecteurs des Nouvelles Annales le soin de dé- 
montrer ce théorème, et aussi la correspondance des points du plan pri- 
mitif et du tableau indiqué au n° XHI. 
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jusqu’à leurs rencontres & et GB avec {l!, puis pousser 
2 A! et BB! jusqu’à leur rencontre qui sera le point O’. 








On peut appeler {l'axe de transformation; À, B, l' 
seront les trois points principaux de la figure primitive; 
et, comme il y a une réciprocité parfaite entre les deux 
figures, A, B'et Z seront les trois points principaux de la 
seconde. 

Les plus simples principes de la Géométrie supérieure 
donneront les propriétés de cette transformation plane, 

Supposant, par exemple, que O décrive une ligne droite, 
le lieu de O’ est une conique commé étant déterminé par 
les rencontres des rayons homologues de deux faisceaux 
homographiques ayant pour centres A’et L'. 

De là, et par un raisonnement employé dans le pre- 
mier article, cette conséquence, que toute courbe se trans- 
forme en une autre dont l’ordre est double. 

À un point déterminé de l’une des figures correspond 
généralement un point unique de l'autre figure; mais il y 
a exception pour les points des droites qui joignent deux 
à deux les points principaux. C’est ainsi que : 

1° À un point quelconque de AB correspond un seul 
point, le point / du tableau ; 


Ann, de Mathémat., 2° série, t. V. (Février 1866.) 5 


( 66 ) 

2% À un point quelconque de A /' correspond le senl 
point B'; 

3° À un point quelconque de B7’ correspond le seul 
point À’. 

On peut dire aussi qu’au seul point À correspondent 
indifféremment tous les points de /B'; au point B tous 
ceux de / A’; au point // tous ceux de A'B', et ceci peut se 
voir directement ou bien être conclu, par voie de récipro- 
cité, des trois remarques précédentes. 

D'ailleurs, de ces remarques et du fait qu’une droite 
quelconque de la figure primitive rencontre nécessaire- 
ment AB, Al'et B/, il s’ensuit que la conique dans la- 
quelle cette droite se transforme passe nécessairement 
par les trois points Z/, B’ et A’; ce qui motive suflisam- 
ment leur dénomination de points principaux du tableau. 

Et plus généralement, comme une courbe l’ordre n, 
tracée sur le plan primitif, a 7 rencontres avec les mêmes 
trois droites AB, Al’, B/’, il est manifeste que sa trans- 
formée aura un point multiple de l’ordre 7 en chacun des 
mêmes points /, B' et A’. 


XIV. Transformation par rayons vecteurs récipro- 
ques (méthode de M. Hirst). — Au lieu de considérer, 
comme à l'ordinaire, un cercle (de rayon OR) et de 
prendre sur chaque droite issue du centre deux points 
conjugués a et a/, dont les distances à ce même centre 
constituent les deux rayons réciproques et sont liées par 
la relation 





Qg Que OR à 

M. Hirst prend pour courbe fondamentale , non plus un 
cercle, mais une conique quelconque; il donne pour ori- 
gine aux rayons, non pas le centre de cette conique, mais 
un point quelconque À de son plan; puis, sur chaque 
droite AR issue de ce point, il appelle conjugués deux 
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points p'et p’ tels, que l’un d'eux appartienne à la polaire 
de l’autre, condition qui entraîne entre ces deux points 
une parfaite réciprocité. 

La position du point À qui peut être intérieur ou exté- 
rieur à la conique ou placé sur son périmètre; le choix 
même de la conique, qui peut être soit l’une des trois 
courbes générales, soit quelqu’une de leurs variétés, 
comme cercle, hyperbole équilatère, couple de droites 
réelles où imaginaires...; ces circonstances très-diverses 
offrent à l’auteur, indépendamment des loïs propres à la 
transformation généralisée, une foule de résultats très- 
dignes d’intérèt. 

Sans entrer dans ce détail, je me bornerai à signaler les 
propriétés principales qui rapprochent la transformation 
gauche de la nouvelle méthode des rayons réciproques et 
quelques-unes de celles qui l'en distinguent essentielle- 
. ment. | 

À cet effet, je prends pour exemple de la méthode de 
M. Hirst le cas où le point À, origine commune des rayons 
réciproques, est à l’extérieur de la conique. 


Fic. 2. 





Ayant mené du point A les deux tangentes AB, AC et 
5. 
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la corde de contact BG, on verra, d’après la définition des 
points conjugués, que si un point quelconque du plan se 
transforme en un point unique, il y a cependant excep- 
tion : 

1° Pour tous les points de la corde de contact, lesquels 
ont pour leur conjugué commnn le point À; 

2° Pour tous les points de AB qui ont leur conjugué 
en B; 

3° Pour tous ceux de AC qui ont leur conjugué en C. 

D'ailleurs deux points conjugués p et p' sont toujours, 
par définition, sur une même ligne (comme AR) issue 
du point À. 

D’après cela, l’ordre d'une courbe transformée se dé- 
duit aisément de l’ordre de la courbe primitive. Celle-ci, 
par exemple, étant de l’ordre 7, rencontre toute droite 
comme AR en 7 points p qui donnent lieu sur cette même 
ligne à n points p' de la transformée; mais de plus, la 
courbe primitive rencontre aussi la corde de contact en 
ñ points qui donnent lieu pour la transformée à un point 
multiple de l’ordre 7 en A. Aïnsi, la transformée a 2n 
rencontres avec toute ligne issue du point À ; donc elle est 
de l’ordre 2n, et on verra aisément que les points B et C 
lui sont, comme À, des points multiples dont la multi- 
plicité est d'ordre n. 

J’omets les exceptions qui peuvent résulter du passage 
de la courbe primitive par l'un de ces trois points. Il suffit 
de dire qu’ils sont analogues aux troïs points principaux 
du tableau de la projection gauche (*). 

Mais outre que la réciprocité ne fait pas naître ici des 
points principaux qui soient particuliers à la figure pri- 
mitive, j'obsérverai que dans la méthode des rayons réci- 





(*) On remarquera que, si le point A est intérieur à la conique, les deux 
points B et C sont imaginaires. 
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proques (simple ou généralisée), les points de la conique 
fondamentale sont à eux-mêmes leurs conjugués, et possè- 
dent cette propriété à l'exclusion de tous les autres points 
de la figure. Dans la transformation gauche, les poiuts de 
l’axe de transformation sont à eux-mêmes leurs conjugués, 
et, hors de cette ligne, il y a un point, un seul point, doué 
de la mème propriété : c’est le point de rencontre de AA’ 
avec BB’. 

C’est ici une différence essentielle; car la conique fon- 
damentale de l’autre méthode ne saurait donner lieu 
parmi ses variétés à cet ensemble : une droîte et un point, 

D'ailleurs, les points conjugués p et p'de la fig. 2 sont 
toujours en collinéation avec un même point A. Or, on 
trouve bien dans la transformation gauche (/£g. 1) que le 
conjugué d’un point de AA est sur cette même ligne AA, 
et que le conjugué d’un point de BB’ est aussi sur BB’. 
Il faudrait donc, pour pouvoir affirmer la coïncidence 
des deux méthodes, que les points conjugués O et O' 
fussent en collinéation avec le point y, rencontre de AA' 
et BB’. Ainsi, les deux triangles AOB, A’O'B/, auraient 
leurs sommets de même nom en collinéation avec un même 
point; mais alors il faudrait, d’après un théorème bien 
connu, que les points Z et /’ fussent confondus en ur 
seul, c’est-à-dire que les deux côtés homologues AB et A’B 
se rencontrasssent sur la droite & 5 qui joint les rencon- 
tres (AO, A0") et (BO, B'O’). Or cela n’est pas admis- 
sible, vu l’indépendance essentielle des quatre points A, 
A’, B, B’, relativement à la droite {//. 


XV. Explication de l’analogie des deux méthodes .— 
Après avoir établi surabondamment que les deux modes 
de transformation sont bien distincts, je dirai que leur 
propriété commune, de doubler l’ordre des courbes trans- 
formées avec apparition constante de trois points mul- 
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tiples, tient manifestement à ce que telle est la loi géné- 
rale des transformations où un point correspond à un 
point unique, et réciproquement, 

C’est ce que M. Magnus a démontré à l’aide des formules 
générales que j'ai rapportées précédemment. J'ajoute que 
par ces mêmes formules on trouvera sans difficulté que, 
généralement, il y a dans ces sortes de transformation 
quatre points qui sont à eux-mêmes leurs propres trans- 
formés, mais que, sous des conditions particulières qui 
sont inconciliables entre elles, ces points peuvent êtreen 
nombre infini : 

1° Sur une conique quelconque, ce qui correspond à 
la méthode de M. Hirst; | 

2° Sur une droite accompagnée d'un point, ce qui 
correspond à la transformation gauche. 


Nota. — On vient de voir, en réalisant la transfor- 
mation gauche dans le plan de la figure primitive, qu'il 
n'existe, en dehors de l’axe de transformation, qu’un seul 
point qui soit à lui-même son transformé. Ce résultat, 
qui s'explique par les formules générales de M. Magnus, 
et qui est décisif pour l’objet du présent article, se voit 
très-facilement par la projection gauche elle-même. En 
effet, si le point O’, projection du point O, est tel, qu'après 
le rabattement du tableau sur le plan primitif ces deux 
points coïncident, il est manifeste que la ligne OO” doit 
être perpendiculaire au plan qui partage en deux égale- 
ment l'angle dièdre du plan primitif et du tableau. Ce- 
pendant cette même ligne rencontre à la fois les deux 
directrices ; elle est donc l'intersection des deux plans qui 
projettent orthogonalement ces mêmes directrices surice 
plan bissecteur. Or la détermination d’une telle ligne est 
unique. Donc, etc. 
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NOTE SUR LES LIGNES D'OMBRE ET D'OMBRE PORTÉE ; 


Par M. Ossran BONNET. 


Considérons une surface à courbures opposées Z et cir- 
conserivons à cette surface un cylindre dont Îles généra- 
trices soient parallèles à l’une des asymptotes AS de l’in- 
dicatrice relative au point À. On sait que la courbe de 
contact passera par le point À et y sera tangente à la 
ligne AS; que la courbe d'ombre portée, c'est-à-dire 
l'intersection du cylindre circonscrit avec la surface Z, 
passera aussi par le point À et y aura même tangente AS; 
enfin on peut ajouter que les plans osculateurs en À des 
deux courbes d'ombre et d’ombre portée se confondent 
avec le plan tangent en À à la surface Z. Tous ces ré- 
sultats sont bien connus et servent en Géométrie descrip- 
tive pour la détermination des points remarquables aux- 
quels on a donné le nom de points de passage; mais on 
n’a point encore déterminé, que je sache, les rayons de 
courbure et de torsion au point À des deux lignes d’ombre 
et d’ombre portée dont il s’agit, Or, si l'on appelle p, et 
r, les rayons de courbure et de torsion au point À de la 
ligne asymptotique tangente à AS (j'ai déterminé 9, en 
fonction des rayons de courbure principaux et des dérivées 
de ces rayons de courbure dans une Note insérée au 
tome IV, p. 267, de ce journal; quant à r,, il est égal à 
V— RER’, c’est-à-dire à l'inverse de la courbure de Gauss), 
pet r les rayons de courbure et de torsion de la ligne 
d'ombre, p, et r, les rayons de courbure et de torsion de 
la ligne d'ombre portée, on trouve, soit par le calcul, soit 


( 7 
par des considérations simples de Géométrie infinitési— 
male, 





SUR LA PLUS COURTE DISTANCE DE DEUX POINTS 
SUR LA SURFACE DE LA SPHÈRE : 


Par M. JARRIGE, 


Professeur au lycée de Saint-Étienne. 


Soient À et B deux points situés sur la surface de la 
sphère, AB l’arc de grand cercle moindre qu’une demi- 
circonférence qui passe par ces deux points, et M un 
point pris sur AB. Du point À comme pôle, avec le 
rayon sphérique AM, je décris un petit cercle; du point B 
comme pôle, avec le rayon BM, je décris un autre petit 
cercle. Ces petits cercles se touchent au point M et sont 
extérieurs l’un à l’autre, puisque l'arc AB est moindre 
qu'un demi grand cercle. 

Cela posé, je dis que le plus court chemin de A en B 
passe par le point M. En effet, tout chemin ApgB ne 
passant pas par le point M coupe les petits cercles en p 
et g; or le plus court chemin de À en p est égal au plus 
court chemin de À en M (lemme connu), le plus court 
chemin de B en q est égal au plus court chemin de B 
en M (même lemme). Donc le chemin A pqB surpasse le 
plus court chemin de À en M plus le plus court chemin 
de M en B d’une quantité au moins égale au plus court 
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chemin de p en g. Donc le plus court chemin de À en B 
passe par le point M; donc il se confond avec AB, puis- 
que M est un point quelconque de AB. 





EXPRESSIONS GÉNÉRALES DU RAYON ET DE LA SURFACE 
DES POLYGONES CIRCONSCRIPTIBLES ; 


Par M. Grorces DOSTOR, 


Docteur ès Sciences mathématiques, 
Professeur au lycée impérial de l’île de la Réunion. 


à RON DE question que nous nous proposons de résoudre 
est la suivante : 


Un polygone de n côtés est circonscrit à un cercle; 
on connaît les tangentes à, 5, y, d,e,... menées des 
différents sommets du polygone à la circonférence : cal- 
culer, en valeur de ces tangentes, le rayon du cercle et 


la surface du polygone. 
2. Désignons par 2A, 2B, 2C,... les angles du poly- 


gone respectivement compris sous les tangentes (x, «), 
(B,6), (7; 7),..., nous avons l'égalité 





ay Bl+a@l-in Les fre a) ee 


On sait que si z est pair, 


PCs OCT 
COt{A + B + CH A) EE "©" "77", 
Ci == CR Ce 
et si 72 est impair, 
CU TEE T 7 Cu +4 
mcot(A +B+ C++.) =, 
| tone 7 es sn 21 Momndi 


où c, désigne la somme des cotangentes, c, la somme des 
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produits de ces cotangentes deux à deux, et ainsi de suite. 


. T . 
Or, lorsque 7 est pair, (nr — 2) - exprime un nombre 
2 


pair d’angles droits, et l’on a 
cot(A+B+C+...)—, 
ce qui exige que 


Cr Css Ci —: m0 


. - T j 
et lorsque z est impair, (7 — 2) - représente un nombre 
2 
impair d’angles droits, et il vient 
cot(A+B+C+...)—o, 


ce qui donne la même relation. On a donc, pour les 
angles d'un polygone fermé quelconque, convexe, à 
angles rentrants ou étoilé, la formule générale 


(1) Ci — 10 FC —"Crr ut, == 0: ® 


3. Rayon du cercle inscrit. — Réeprésentons ce rayon 
par R; nous avons 


« 


CODES _ cotB — Fe CO CG — D: s. 


Si nous substituons ces valeurs dans la formule (I), nous 
aurons l’équation 


S, S; S; 5; 


Rip he- nr, GX STE 
où nous désignons par S, la somme des quantités «, f, y, 
9, e,...; par S, la somme de leurs produits trois à trois, etc. 
Deux cas sont à considérer ici : 


n 


pe” et l’équa- 


1° Sin est impair, le dernier terme sera 


ion pourra s’écrire 
(11) DER SRE SR. TO. 
À L 6 Si 73 
2° Si x est pair, le dernier terme sera = et l’équa- 


R'—! 
tion se réduira à 


(IT) SR — S, RTS + SR — ...— 0. 


Telles sont les deux premières relations que nous nous 
proposons d'établir. 


4. REmArQUuE. — Lorsqu'on permute entre eux Îles seg- 
ments tangentiels &, f, 7,9,..., les coeflicients S;, S:, 
S:,... ne changent pas; les équations (II) et (III) 
donnent donc toujours les mêmes valeurs pour R. Donc : 


Lorsqu'un polygone est circonscriptible à un cercle, 
quel que soit l’ordre dans lequel on dispose la suite des 
segments tangentiels des côtés, le nouveau poly gone sera 
encore circonscriptible au méme cercle. 


D. APPLICATIONS. — 1° Triangle : 


(1) pri! af 


a+ +y 
2° Quadrilatère : 


aBy + «Bd + «yd + By0 


(2) us = 
m8 + y +à 


6. Surface du polygone. — En appelant Q l'aire du 
polygone circonscriptible, nous avons 
Q—=(a+B+y+o+.….)R=SR, 
d'où 
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Substituons cetie valeur dans les deux équations (II) 


et (II) et effectuons : nous obtenons les nouvelles équa- 
tions 


(VIT QT is QE S SON ON POMPES 
(V)  Q72—SiS, QT +S ES Q"C—...—0o pour z pair, 


qui donnent l'aire du polygone en fonction des quantités 


cs D 7300: DEN 


7. Remarque. — L'aire est constante, quel que soi 
l’ordre de succession des segments tangentiels «, £, y, 


ONE NM Ne 
S. APPLICATIONS. —— 1° I riangle : 
(5) Q— Va +8 + 7) 2by. 
2° Quadrilatère : 


(6) Q—Via +8 +7 +0) (afy € afo + ay + Byd). 











MÉTHODE DE CAUCHY POUR LE CALCUL DES FONCTIONS 
SYMÉTRIQUES DES RACINES DES ÉQUATIONS (*). 


177. Cauchy a publié, dans ses anciens £xercices de 
Mathématiques (4° année, p. 103), une méthode nou- 
velle et fort élégante pour obtenir la valeur d’une fonc- 


(*) Extrait du Cours d’Algèbre supérieure par M. J.-A. Serret, membre 
de l’Institut, etc.; 3€ édition, 1866, t. I, p. 391. L'ouvrage aura deux vo- 
lumes. Aussitôt que le second aura paru, nous rendrons compte de cette 
troisième édition qui se distingue des deux précédentes par d’impor- 
tantes améliorations. P. 
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tion symétrique et entière des racines d’une équation. 
Cette méthode consiste à éliminer successivement de l’ex- 
pression de la fonction symétrique qu’on veut évaluer 
chacune des racines de l’équation proposée; elle repose 
sur la proposition suivante : 

Soit V une fonction symétrique et entière des racines 
a, b,c,...,1, k, l d’une équation 


L'on PiToetididi rVarée À Tome À Pan 540 


que nous représenterons aussi, pour abréger, par 
À 0; 


et supposons qu'ayant éliminé de l'expression de V, par 
un moyen quelconque, toutes les racines excepté a, on 
ait mis la valeur de cette fonction sous la forme d’un po- 
Iynôme entier et rationnel ordonné par rapport aux puis- 
sances de a, que l’on ait, par exemple, 


Me At Ad Elena A, 
pe 2. 


A0; Au, etc., étant des quantités composées rationnelle- 
ment avec les coefficients de l'équation proposée, je dis 
que si l’on divise cette expression de V par le polynôme 


ET Le Cet Die pt à met te Pad tt Ds 


obtenu en remplaçant x par a dans X, le reste de la di- 
vision ne contiendra pas &, et sera précisément la valeur 
de la fonction V. 

En effet, si Q et R désignent le quotient et le reste de 
la division de V par À, on aura V— AQ +R, et comme À 
est nul, 

= R° 


D'ailleurs, ce reste R est au plus du degré m — 1 en a; 
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nous le représenterons par 
do. te ET HT Qisad/Sqal 
et l’on aura 
Vingt APR EN OR 


Mais V étant une fonction symétrique, on peut changer 
les lettres & et D l’une en l’autre, ainsi que & et c, etc.s et 
comme, par ces changements, Go, Gi, elC., conservent 
leurs valeurs, il s'ensuit que l'équation 


go Tr + gr? Sa 5 Jm—2 Z La (a au V) == 0 


/ 


sera satisfaite en remplaçant x par l’une quelconque des 
m racines a, b,..., k, l; ce qui est impossible, à moins 
que les coefficients ne soient tous nuls, car cette équa- 
tion n’est que du degré m—1; on aura donc, en particu- 
lier, 

JA IN = 0 
ou 


Te Tm—13 


comme nous l’avions annoncé. 

La démonstration précédente suppose que les m racines 
a, b, c,...,k, l' sont inégales ; mais les conclusions pré- 
cédentes ne subsistent pas moins, si quelques-unes de ces 
racines sont égales entre elles. Nous emploierons, pour 
justifier cette assertion, un raisonnement dont on fait un 
fréquent usage en analyse. 

Si l'équation X = o a des racines égales, on considé- 
rera d’abord à sa place une équation X, — 0, dont toutes 
les racines seront inégales, et qu'on obtiendra en faisant 
subir des modifications insensibles aux coefficients de X; 
par exemple, si l'équation X = o a trois racines égales à 
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a, et que les autres racines soient différentes, on prendra 
X(x—a—h\(xzx—a—h! 
ea ( ) 


(x — a} 





Le-polynôme X, ne différe de X qu’en ce que deux des 
trois racines égales à a sont remplacées par a+ h et 
a + h! : on voit aisément, sans qu’il soit nécessaire d’in- 
sister davantage, comment on devrait choïsir le poly- 
nôme X,, si, outre les trois racines égales à a, l'équation 
proposée avait plusieurs racines égales à b, à c, etc. Cela 
posé, substituant l'équation X, — o à X — o, et conser- 
vant d’ailleurs les notations précédentes, on arrivera à 
l'équation 
M gas 
et cette équation aura lieu, quelque petites que soient les 


quantités , #’, etc.; elle aura donc lieu aussi à la limite, 
quand on fera k — o, k — 0, etc. 


478. Voici maintenant la méthode donnée par Cauchy 
pour calculer la valeur d’une fonction symétrique et 
entière V des racines a, b, c,...,1, k, l de l'équation 


X = 2 + pat HE pa +. Pr = O4 


Divisons X par x — a, et désignons par X, le quotient ; 
divisons de même X, par x — b, et désignons par X, le 
quotient, puis X, par x — c, et soit X; le quotient, et 
continuons ainsi d'enlever de X tous les facteurs linéaires 
jusqu’à x — k inclusivement, en sorte que X,_, ne con- 
tiendra plus que le seul facteur x — /. Cela posé, considé- 
rons les m équations 


0, Les 3 AS Oo ein pare EE 


La première n'est autre que la proposée, et elle a pour ra- 
cines 4, D, C,..., k, l; la seconde a pour racines à, c,..., 
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k, L, et ses coefficients sont exprimés sous forme entière 
en fonction de a et des coefficients de la proposée; la troi- 
sième a pour racines c,..., k, /, et ses coefficients sont 
exprimés sous forme entière en fonction de b et des coef- 
ficients de la précédente, c’est-à-dire en fonction de a, b 
et des coefficients de la proposée; et, en général, les coef- 
ficients de l’une quelcorique de ces équations sont-expri- 
més sous forme entière en fonction des coefficients de la 
proposée et des racines qui n’appartiennent pas à l'équa- 
tion que l’on considère. Désignons enfin par À la valeur 
de X pour x = a, par B la valeur de X, pour x == b, par 
C celle de X, pour x = c, et ainsi de suite, en sorte 
que I sera la valeur de X,,_, pour x — à, K celle de X,. 
pour x = k, et L celle de X,,_; pour x —/; on aura 


A a Os Be OC Gone nr LS OR ISURER 


Cela posé, V est une fonction symétrique, non-seulement 
des racines de l'équation X = 0, mais-aussi des racines 
de l’une quelconque des équations 


A0; My O,..., ARS us O, Anis Où b PRET TACR 


Nous allons faire voir comment, en s'appuyant sur cette 
remarque, on peut, à l’aide du théorème fondamental 
démontré plus haut, éliminer successivement chaque ra- 
cine de l'expression de V. 

D'abord l'équation L — o, où / entre au premier degré, 
permet de chasser immédiatement / de l'expression de V. 
Considérant alors V comme fonction symétrique des deux 
racines À et / de l'équation X,,_, — 0, dont l’une / est 
déjà éliminée, on l’ordonnera par rapport à X, et on la 
divisera par K, conformément à ce qui a été dit plus haut; 
le reste de la division ne contiendra pas k et sera la va- 
leur de V débarrassée des racines Æ et Z. On considérera 
alors V comme fonction symétrique des trois racines, , À 
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de l'équation X,._, — 0, dont les deux dernières n’entrent 
plus dans son expression, et l’ayant ordonnée par rap- 
port à 7, on la divisera par I à l’effet d'éliminer 7; le reste 
de la division ne contiendra pas # et sera la valeur de V 
débarrassée des trois racines 7, k, /. On continuera de la 
même manière, jusqu'à ce qu'on ait éliminé de chacune 
des racines a, b, c,...,1, k, l; on aura alors la valeur 
de cette fonction exprimée par les coefficients de l’équa- 
tion proposée. 

Il importe de remarquer que l’expression définitive 
de V s'obtient par de simples divisions, et que les pre- 
miers termes des polynômes A, B, C,...,1, K, L, qui 
servent successivement de diviseurs, ont tous l’unité pour 
coefficient : par conséquent, ces divisions n’introduiront 
aucun dénominateur; en sorte que si l’expression primi- 
tive de V est entière, non-seulement par rapport aux 
racines &, b, c,..., 1, k, , qui y entrent symétriquement, 
mais encore par rapport aux coefficients Di, Pa, etC., qui 
peuvent eux-mêmes y figurer, l’expression définitive de V 
sera aussi entière par rapport à ces coefficients ; enfin, si 
ces mêmes coefficients sont des nombres entiers, V sera pa- 
reillement un nombre entier. Ce résultat important, que 
nous n'avions pas établi complétement par notre première 
méthode, mais qui résulte immédiatement de la méthode 
de Waring, se déduit aussi, comme on voit, de la mé- 


thode de Cauchy. 


Application de la méthode de Cauchy à un exemple. 


179. Nous allons appliquer la méthode de Cauchy à la 
détermination du produit des carrés de toutes les diffé- 
rences des racines d’une équation donnée, prises deux à 
deux. Cet exemple suffira pour montrer comment on 
peut, par des artifices convenables, simplifier dans cer- 
tains cas l'emploi de la méthode. 


Ann. de Mathémat., 2° série, t. V. (Février 1866.) 6 
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Soient toujours &, b, c,..., k, les m racines de l’équa- 
tion 
CT DE Did TE D ee 0 Dos AE DE 
soient aussi 
ay LA 2 Ph dr a 2 1 


el 
Vi (b— c}(B— dÿ...(4— 7}; 


V sera le produit des carrés des différences des racines de 
l'équation (1), prises deux à deux, et V, le produit des 
carrés des différences des racines de l'équation 





X 
= O, 
TI —4a 
OU 
(2) a Pi | gp? + Pa ENT cite Pet US 
++" 4 + pa + Pm—2 € 
—+ @° TR 00e 
+ ANA 
Cela posé, on a 
V—=Vi(a—b}(a—c}...(a—#} (a — 1}. 


Maïs le produit {a — b)(a—c)...{(a—k){(a—[) est 
égal (n° 49) à la valeur que prend la dérivée du poly- 
nôme X. pour x = &, c'est-à-dire égal à 

matt + fm —1)part +... + Pn_i5 
donc on aura 


VV, [mat Om — 1) par? LE... pu ife 


D’après cela, si nous admetions qu’en sache former la va- 
leur de la fonction V pour une équation du degré m— 7, 
on pourra également trouver la valeur de cette fonction 
pour une équation du degré m. Effectivement, par hypo- 
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thèse, on sait exprimer la valeur de V; par les coefficients 
de l’équation (2), c'est-à-dire en fonction de a et des coef- 
ficients de la proposée; donc la fonction V pourra elle- 
mème être mise sous la forme d’un polynôme ordonné par 
rapport aux puissances de &, et, en divisant ce polynôme 
par le premier membre de l’équation proposée, dans le- 
quel on aura remplacé x par a, le reste de la division 
donnera la valeur cherchée de V. Or on sait calculer la 
fonction de V pour une équation du deuxième degré; on 
pourra donc calculer cette fonction pour l'équation du 
troisième degré, puis pour celle du quatrième, et ainsi 
de suite. 
Cas de l'équation du troisième degré. — L’équation 
proposée est 
APE DES OT == 0) 

et l’on a 

V—=(a—b}{(a—c)(b —c), 

V,=(b —c}, 

V—=Vi(a—b}{(a—c}; 


V, étant relatif à l'équation du deuxième degré 


BA D AA EE OÙ 
+ 4 pa 
rt: 2 


On a immédiatement 
Vi=(p+ a) —4(g+ pa+a)=—3a—2pa+{(p—4q); 


d’ailleurs 
(a— b)(a—c)=3a + 2pa + q, 


par sulie, 


V—(=3a=2pa+p—#q)(3a + 2pa +q} 








— onda 5pai— 27p|a + Aps la +Apt la<4p°q |a+p'e. 
— 54ql —72pql —18pq| — 18pq° — À q* 
+ 27 on , 


6. 
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Divisant cette valeur de V par a+ pa? + qa--r, on 
trouve pour quotient 


— 27 — 27 pa — 27 qa + (4p° + 27r — 18pq); 
et pour reste, 
AGIT TE EENS PTT PEENTORS 
ce qui est précisément la valeur de V que nous cherchons. 


On trouvera dans le Chapitre suivant une méthode plus 
expéditive pour résoudre la même question. 
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SUR LA MÉDAILLE DE COPLEY ACCORDÉE A M. CHASLES. 


Note du Rédacteur. — La médaille de Copley est la 
plus haute distinction que la Société de Londres puisse 
accorder à un savant, et parmi ceux qui l'ont obtenue, 
on ne trouve que les hommes du premier mérite. Pois- 
son, Sturm et M. Chasles sont, à notre connaissance, 
les seuls géomètres français qui l’aient obtenue. 

Nous croyons être agréables à nos lecteurs en don- 
nant le Rapport Ju à la Société Royale sur les travaux de 
M. Chasles qui lui ont valu cette récompense exception- 
nelle. On y verra combien les œuvres de notre illustre 
compatriote sont justement appréciées en Angleterre. 
L’organe de la Société Royale, devançant la postérité, 
n'hésite pas à placer la nouvelle méthode de M. Chasles 
au raug des plus belles découvertes de notre siècle. Un 
tel hommage honore et l’Académie qui le décerne et le 
savant qui le reçoit. 
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La médaille de Copley, d’un module un peu plus grand 
que notre pièce de cinq francs, est en or. Sur la face se 
trouve une figure personnifiant la Science, entourée des 
attributs des sciences et des arts et offrant une couronne; 
au-dessus : G. CoPcey, Bar., Dicnissrmo; au-dessous : 
Micuez Cnasres, 1865. Le revers porte les armes de la 
Société Royale, avec ces inscriptions : au-dessus, Socte- 
tatis Reg. Londini; au-dessous, Nullius in verba, expres- 
sion abrégée de la devise de la Société (Nullius in verba 
jurare magistrt). 

La traduction qu'on va lire est tirée du journal les 
Mondes (*), rédigé par M. l'abbé Moigno. Nous l'avons 
revue sur le texte anglais. LE 


« Les travaux historiques et les recherches originales 
de M. Chasles ont rempli une période d'environ quarante 
années. Pendant ce long intervalle de temps, il a consacré 
toute son énergie, avec une persévérance rarement égalée, 
à la restauration et à l’extension des méthodes purement 
géométriques que l’antiquité nous avait léguées, dont le 
développement avait été arrêté pendant le moyen âge, et 
dont l'utilité avait été momentanément éclipsée par la 
brillante découverte de la Géométrie des coordonnées due 
à Descartes. Dans son Âistoire, bien connue, de l’ori- 
gine et du développement des méthodes en Géométrie, 
publiée en 1837 etcouronnée par l’Académie de Bruxelles, 
M. Chasles expose comme il suit ce qui de fait est devenu 
l’objet principal des travaux de sa vie : «... Nous avons 
» pensé qu’il ne pouvait être qu'utile de montrer, autant 
» que nos faibles moyens nous le permettaient, que, dans 


(*) Les Mondes, Revue hebdomadaire des sciences et de leurs applica- 
tions aux arts et à l’industrie. Paris, J. Rothschild, éditeur. Prix : 25 fr. 
par an. Cette Revue, qui forme trois volumes chaque année, comprend 
déjà neuf volumes. Le dixième commence une nouvelle série. 
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» une multitude de questions, les doctrines de la pure 
» Géométrie offrent souvent, et dans une foule de ques- 
» tions, cette voie aisée et naturelle qui, pénétrant jus- 
» qu’à l’origine des vérités, met à nu la chaîne mysté- 
» rieuse qui les unit entre elles, et les fait connaître 
» individuellement de la manière la plus lumineuse et la 
» plus complète (*). » 

» Le travail achevé que nous venons de citer est unique 
en son genre : il est notre plus haute autorité dans les 
matières qui touchent à l’histoire de la Géométrie, seience 
dont il trace avec soin les développements successifs, de- 
puis le temps de Thalès et de Pythagore jusqu'aux pre- 
mières années de ce siècle. Quoiqu'il ne s'offre à nous que 
comme un simple apercu, il représente cependant une 
vaste quantité de recherches historiques, et il est en outre 
enrichi de nombreuses notes renfermant les résultats d’in- 
vestigations originales importantes. 

» Dans l’année 1846, la fondation d’une chaire de 
Géométrie moderne au sein de la Faculté des Sciences de 
Paris fut arrêtée en principe, et M. Chasles fut chargé 
de donner lui-même l’enseignement créé, en très-grande 
partie, par ses propres recherches. Il commença ainsi à 
exercer sur les jeunes géomètres de la France cette in- 
fluence personnelle qui n’a pas cessé depuis, et dont on 
trouve la preuve dans toutes leurs productions. Un autre 
résultat de cette nomination, dont les géomètres de toutes 
les nations ont grandement profité, fut la publication, 
en 1852, de son 7raité de Géométrie supérieure, ou- 
vrage dans lequel les trois principes fondamentaux de la 
Géométrie pure sont pleinement et systématiquement 
exposés pour la première fois. Ces principes embrassent 
les théories modernes des rapports anharmoniques, des 


(*) Apercu historique, p. 3. 
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divisions et des faisceaux homographiques, et de l’invo- 
lution. Le rapport anharmonique est en réalité un 
rapport de deux rapports, qui ont lieu entre deux cou- 
ples de segments déterminés par quatre points quelcon- 
ques d'une ligne donnée. On peut dire que toute la 
Géométrie moderne est fondée sur une propriété par- 
ticulière de ce rapport, la propriété de n’être nullement 
altéré dans sa projection. Les divisions homographiques 
consistent en deux séries de points, situés sur une même 
ligne droite ou sur deux lignes droites différentes, qui se 
correspondent, de telle sorte que le rapport anharmo- 
nique de quatre points quelconques d’une série soit égal 
au rapport anharmonique des points correspondants de 
l’autre série. Enfin, deux séries homographiques, sur une 
même ligne droite, sont dites former une involution lors- 
que, à un point quelconque de cette ligne, correspond 
un seul et même point, quelle que soit celle des deux 
séries à laquelle le premier point soit censé appartenir. 
Ordinairement il y a dans une semblable involution deux 
points tels, que chacun d’eux coïncide avec le point cor- 
respondant; par un pur changement de position, toute- 
fois, l’existence actuelle de ces deux points doubles peut 
être détruite, toutes les autres propriétés de l’involution 
restant intactes. Cette contingence a fait naître un mode 
de langage de la plus grande utilité en Géométrie; les 
deux points doubles sont dits réels dans un cas, 1magi- 
naires dans l’autre. Nous sommes principalement rede- 
vables à M. Chasles de l'introduction non déguisée et 
philosophique en Géométrie des points et des lignes ima- 
ginaires. 

» Le terme de rapport anharmonique, aujourd’hui uni- 
versellement employé, est dù à M, Chasles; mais ce 
rapport lui-même paraît avoir été connu de Pappus, l’é- 
minent géomètre d'Alexandrie, au 1v° siècle. M. Chaslés, 


(88) 

en effet, a montré que ce rapport formait probablement 
le trait essentiel (essential feature) de ce fameux livre 
des Porismes, que l’on sait avoir été écrit par Euclide, 
mais qui n’étail connu que par des inductions de nature 
très-vague, transmises jusqu’à nous dans les Collections 
mathématiques de Pappus. Robert Simson, de Glasgow, 
le célèbre traducteur des Éléments d'Euclide, est le pre- 
mier qui ait résolu d’une manière satisfaisante l'énigme 
relative à la nature réelle des Porismes, et qui aït réussi à 
restaurer en partie les trois livres perdus. M. Chasles est 
le premier qui les ait restaurés complétement; et ïl l'a 
fait dans un ouvrage qui, de l’aveu de tous, est à la fois 
une précieuse addition à l’histoire de la Géométrie, et 
le modèle d’une divination aussi ingénieuse que philoso- 
phique. 

» M. Chasles a contribué à l'avancement de la Géo- 
métrie pure, non-seulement par les trois ouvrages com- 
plets auxquels nous avons déjà fait allusion, mais encore 
par la publication d’un grand nombre de Mémoires de 
moindre étendue. Les suivants, qui ne sont pas les seuls 
dignes de remarques, méritent d’être signalés. 

» Le Mémoire sur les projections stéréographiques 
convertit une méthode employée primitivement à la con- 
struction des cartes en un puissant instrument de trans- 
formation géométrique. Deux savants Mémoires sur Les 
cônes du second ordre et sur les coniques sphériques, 
gràce à la traduction faite en 1841 par M. le D' Graves, de 
Trinity College (Dublin), a exercé une influence directe 
sur la Géométrie pure dans notre pays. Le Mémoire sur 
le principe de correspondance entre deux objets va- 
riables nous a mis en possession d’un principe de la plus 
grande utilité dans les recherches de Géométrie supé- 
rieure. Dans plusieurs autres Mémoires, la méthode d’en- 
gendrer les courbes d'ordre supérieur par les faisceaux 
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homographiques: des courbes d'ordre inférieur est ame- 
née à sa perfection, et conduit à de nouvelles pro- 
priétés des courbes planes du troisième et du quatrième 
ordre. fa théorie des courbes non planes, spéciale- 
ment de celles des troisième et quatrième ordres, a son 
origine, pour la plus grande partie, dans les Mémoires 
de M. Chasles, et la science moderne de la Cinéma- 
tique lui doit deux Mémoires remarquables sur les dé- 
placements finis et infiniment petits des corps solides. Le 
problème de lattraction des ellipsoïdes, devenu célèbre 
par les recherches de Newton, de Maclaurin, d'Ivory, de 
Legendre, de Lagrange, de Laplace, a recu de M. Chasles 
la première solution synthétique complète. C’est dans ce 
problème qu’apparut pour la première fois l’idée de sur- 
faces confocales du second ordre dont la théorie a été 
depuis si grandement perfectionnée. 

» Le premier volume d’un quatrième ouvrage de 
M.Chasles, Traité des Sections coniques, a paru cette an- 
née (1865); c'est une suite à la Géométrie supérieure, et les 
trois principes que nous avons rappelés y ont trouvé leur 
champ d'application le mieux approprié. On attend avec 
d'autant plus d'intérêt l'apparition du second volume de ce 
Traité, qu'il doit contenir l'exposition complète des admi- 
rables recherches sur les sections coniques par lesquelles 
M. Chasles vient de couronner sa carrière. Ces recher- 
ches, dont un court aperçu a déjà paru l’année dernière 
dans les Comptes rendus, nous a mis en possession d’une 
méthode entièrement nouvelle, dont la nature et l’utilité 
peuvent être rendues intelligibles, même à ceux qui n’ont 
pas fait une étude spéciale de la Géométrie moderne. 

» Cinq conditions suffisent en général pour la déter- 
mination ou la construction des courbes appelées com- 
munément sections coniques, et dont l’hyperbole, la pa- 
rabole et l’ellipse sont des espèces. La nature de ces cinq 
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conditions peut être telle, cependant, qu’elles puissent 
être satisfaites par plus d’une conique. Par exemple, quoi- 
qu'il ne puisse passer qu’une seule conique par cinq points 
donnés, il existe deux coniques distinctes passant cha- 
cune par quatre points donnés, et touchant une ligne don- 
née. De là surgit cette question générale importante : 
Combien de coniques satisfont à cinq conditions don- 
nées ? Par la nouvelle méthode de M. Chasles, nous som- 
mes en état de répondre avec une grande facilité à cette 
question, inabordable jusqu'ici. Partant des cas élé- 
mentaires où les cinq conditions sont les plus simples 
possible, et consistent seulement à passer par des points 
ou à toucher des droites, il remplace graduellement ces 
conditions par de plus complexes, et arrive enfin à 
la formule simple et symétrique qui répond pleine- 
ment à la question posée ci-dessus. En voyant combien 
sont nombreuses les questions sur les coniques, qu’on 
peut ramener à la question unique résolue par M. Chasles, 
nous pouvons aflirmer sans exagération que, dans ceite 
seule formule, se trouve condensée virtuellement la théo- 
rie entière des sections coniques. 

» Cette méthode a recu de son éminent inventeur le 
nom très-juste de substitution géométrique. Elle com- 
prend la considération des propriétés du système de co- 
niques (en nombre infini) qui satisfont à quatre condi- 
tions communes. Un semblable système est défini, pour 
la première fois, d'une manière strictement analogue à 
celle par laquelle on partage les courbes en ordres et en 
classes. Nous avons seulement à connaitre : première- 
ment, combien de coniques du système passent par un 
point pris arbitrairement; secondement, combien de ces 
coniques touchent une droite donnée. Ces deux nombres 
ou caractéristiques, comme on les appelle, une fois trou- 
vés, toutes les propriétés du système de coniques sont 
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immédiatement exprimables. Par exemple, la somme de 
deux fois la première caractéristique et de trois fois la se- 
conde, nous donne l’ordre de la courbe sur laquelle sont 
situés les sommets de toutes les coniques du système. 

» Cette nouvelle méthode des caractéristiques a déjà 
été appliquée à des courbes d'ordres supérieurs, comme 
aussi à des surfaces, et si l’on considère la vaste étendue 
du nouveau champ ouvert ainsi à nos investigations, il 
est très-probable que, considérée comme instrument de 
recherche en Géométrie pure, la méthode de M, Chasles 
peut supporter la comparaison avec toute autre décou- 
verte de ce siècle. » 

S’adressant alors à M. le professeur Miller, le Gé- 
néral Sabine lui a dit : « M. Chasles n'ayant pas pu venir 
recevoir en personne la médaille qui lui a été décernée, 
j'ai à vous prier, comme notre secrétaire pour l'étran- 
ger, de la recevoir pour lui et de la lui transmettre. As- 
surez-le de l’estime très-haute que nous faisons, en cette 
contrée, de ses travaux dans une branche des recherches 
mathématiques peu suivie et peu encouragée depuis plus 
d'un siècle. » 


CORRESPONDANCE. 


a ——_——— 


M. Y., de Bruxelles. — « À la demande d’un abonné 
de Belgique, la rédaction des Nouvelles Annales s’est 
constituée en tribunal d'appel pour réformer le jugement 
d’une cause perdue en première instance, devant un 
jury scientifique belge. Permettez-moi, Monsieur, de 
venir à mon tour, dans l'intérêt de la vérité, vous expo- 
ser exactement et sans réticences les faits de cette cause, 
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présentés par l’appelant sous un point de vue un peu 
trop approprié à sa thèse. 

» Le susdit abonné vous dénonce deux faits : 1° l’an- 
nulation de la solution mentionnée; 2° les motifs allégués 
à l'appui de cette mesure rigoureuse. Il vous donne ces 
faits comme certains, comme authentiques et ofliciels ; de 
plus, il les donne de telle manière, que l'avis qu'il solli- 
cite de vous devait pour ainsi dire forcément concorder 
avec sa propre opinion. 

» Malheureusement pour les conclusions de votre cor- 
respondant, ses prémisses reposent sur une base excessive- 
ment fragile. Vous allez en juger, Monsieur le Rédacteur. 
Le concours spécial de Mathématiques en Belgique consiste 
en une double épreuve, l’une écrite, l’autre orale; à cette 
dernière sont appelés seulement les élèves qui ont obtenu 
dans l’épreuve écrite au moins les deux tiers des points 
attachés à un travail parfait. L'épreuve orale est publique; 
au contraire, les délibérations du jury sur le travail écrit 
des élèves sont abssiument secrètes, et les intéressés n’en 
connaissent que le résultat, c’est-à-dire les noms des: 
élèves désignés pour le concours oral, ainsi que le nombre 
de points obtenus par ces derniers. D'où il suit que les 
assertions de M. X. ou sont de pure invention, ou bien 
ont leur source dans une communication confidentielle 
faite par un membre du jury, et livrée indiscrètement à 
la publicité par M. X. Dans tous les cas, il est impossible 
de contrôler l’exactitude de ces assertions, mais on ne 
peut admettre qu'un membre du jury ait fait une commu- 
nication dans le sens de celle que rapporte votre corres- 
pondant. Comment croire, en eflet, qu’un membre du 
jury a pu s’octroyer à lui-même et donner à ses collègues, 
ainsi qu'au gouvernement, un brevet de ridicule et de 
sottise, en soutenant, comme le prétend M. X., qu'une 
question a été faite aux élèves pour avoir réponse à une 
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autre question, qui n’est point indiquée, et qui n'a pas 
mème, de l'aveu de M. X., un rapport direct et néces- 
saire avec la question proposée? Voyez-vous, Monsieur, 
le gouvernement et le jury transformés en une sorte 
d’oracle qui 


12 2 Dot: JÉNRALE EAT AP ORA Jamais ne se laisse comprendre ; 
On l’entend d’autant moins que plus on croit l'entendre? 


Voyez-vous les inspecteurs de l’enseignement, les savants, 
les professeurs qui préparent les questions ou jugent les 
réponses, s'ingéniant à poser des rébus aux jeunes gens, 
sous prétexte de concours de Mathématiques? 

» Admettons cependant qu’un concurrent ait donné la 
solution mentionnée par M. X. et que le jury l’ait comptée 
comme nulle : pareille décision peut-elle se justifier ? 
C’est ce que Je vais examiner brièvement. 

» Cette solution, dit M. X., me parait simple et irré- 
prochable. Oui, si l’on a égard seulement aux termes de 
l'énoncé, tel qu'il cest indiqué par M. X., et abstraction 
faite de toute autre considération; et même à ce point de 
vue elle contient quelque chose de tout à fait superflu, 
c’est l’équation du lieu, qui n’est pas du tout demandée 
et dont cet énoncé ne dit mot. Mais il en est tout autre- 
ment pour quiconque est au courant de notre enseigne- 
ment et connaît les circonstances dans lesquelles la ques- 
tion a été posée. Or, en Belgique, nous n'avons pas, 
comme en France, l'étude par la Géométrie des courbes 
usuelles, et le programme prescrit l'emploi exclusif des 
méthodes algébriques dans l’étude des sections coniques; 
de sorte que la question du concours était uniquement 
une question d'application de l’ Algèbre à la Géométrie. 
En la proposant aux élèves, on n’avait donc et on ne 
pouvait avoir qu'un seul but : c'était non pas de faire 
déterminer, par n'importe quel procédé, le lieu demandé, 


(94) 

mais bien de faire trouver la solution par les procédés de 
l’'Algèbre, et de constater ainsi que les élèves étaient fami- 
liarisés avec les méthodes d'investigation particulières à 
la Géométrie analytique. Voilà ce que personne ne saurait 
contester, et ce que tout le monde sait ici. Et pour que 
vous-même, Monsieur le Rédacteur, vous n° ayez aucun 
doute à cet égard, il me suflira de vous mettre sous les yeux 
le véritable texte, le texte officiel de la question du con- 
cours, texte qui a été quelque peu modifié par votre cor- 
respondant et dont voici la copie exacte : Rechercher 
l'équation du lieu des foyers des lignes du second ordre 
qui ont une directrice commune et une tangente com- 
mune avec le point de contact donné sur la tangente. 
Discuter l'équation du lieu. 

En présence de cet énoncé et de ce que je viens de 
dire, il est évident que la solution mentionnée était insuf- 
fisante; il est surtout évident qu’elle avait peu de valeur 
à côté d’autres solutions obtenues par un emploi judi- 
cieux des méthodes analytiques, et qui dénotaient chez 
leurs auteurs la connaissance approfondie de ces mé- 
thodes en même temps que l’aptitude à en faire avec 
sûreté et promptitude l'application : car c’est là incon- 
testablement ce qui constitue la véritable supériorité 
scientifique, et non pas la connaissance plus ou moins 
accidentelle de telle propriété secondaire des figures. » 


Note du Rédacteur. — M. Y. se trompe quand il nous 
accuse de nous être érigé en tribunal. Dieu merci! nous 
ne sommes coupable d'aucune usurpation de pouvoir. On 
nous à consulté sur un cas singulier sans être invraisem- 
blable. Nous avons donné notre opinion motivée sur la 
question de principe, admettant le fait comme une pure 
hypothèse et sans mettre les personnes en cause. Nous ne 
pouvons donc avoir eu intention d’attaquer ni les sa- 
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vants de la Belgique ni le gouvernement de ce pays. Il est 
possible que M. X. ait exagéré dans un sens : M. Y. a 
peut-être exagéré dans le sens opposé, cela nous est indif- 
férent. Malgré l’opinion de ce dernier, nous croyons que 
l'exclusion du concours est une peine trop forte contre 
un candidat qui, après tout, s’est montré intelligent en 
tirant l’équation du lieu d’une propriété de la courbe. 





QUESTIONS. 


———— 


152. On circonscrit à un triangle quelconque une 
courbe du second degré telle, que les normales aux trois 
sommets du triangle passent par un même point. On de- 
mande de prouver que le lieu de ce point est une courbe 
à centre du troisième ordre. Déterminer cette courbe. 

Lieu du pied de la quatrième normale. (Darsoux.) 


153. Si l’on cherche le lieu des points d'où l’on peut 
mener à une ellipse ou à une hyperbole des tangentes 
faisant un angle donné, on trouve une équation de la 
forme 


(2H r'f = Az? na By? + cC. 


Réciproquement, étant donnée une équation de cette 
forme, peut-on trouver une ellipse ou une hyperbole 
telles, que si d’un point de la courbe donnée on mène des 
tangentes à l’ellipse ou à l’hyperbole, ces tangentes fassent 
un angle donné? Le problème a-t-il plusieurs solutions? 

(G. Darsoux.) 


154. Soïent «, B, y les milieux des côtés d'un triangle 
ABC; P le point de rencontre des hauteurs AD, BE, CF ; 


0 le centre du cercle circonscrit, dont le rayon = R. 
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Sur les segments PA, PB, PC; Pa, PS, Py, on prend 
les points p, q,r; p', q', r', de telle sorte que 


| 


Pp= PA, Pg—==PB, Pr—-PC, 


1 


2 
Pa, Pq'= PB, Pr =Py; 


ie à Le 


P p’ ES 


et enfin on désigne par p”, q”, r” les pieds des perpen- 
diculaires abaïssées des points p’, q', r’ sur les hauteurs 
AD, BE, CF, respectivement. Démontrer que p, q, r; p', 
g',r'; p", g", r/ sont neuf points sur la même circonfé- 


Loue 
rence, dont le rayon — --R, et dont le centre est un 
71 


point M situé sur la ligne PO, de telle sorte que 


I 
PM BE) En PO We 
ñ 
Si on cherche la condition que la circonférence dont il 
s’agit touche }a circonférence inscrite, on aura 
I 1114 1 T6 
HER Ie OUUI FERMES 
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r étant le rayon du cercle inscrit et p le rayon du cercle 
conjugué au triangle. (Grirrirus.) 
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(*) Si l'on pose n — 2, on a un théorème bien connu. 
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THÉORIE DES SURFACES POLAIRES D'UN PLAN (Fin) 


(voir p. 49); 


Par M. PAINVIN. 


me tte 


13. Taéorme IX. — La q°"* polaire d’un plan P, 
relative à la p*"* polaire de ce méme plan par rapport à 
dla surface primitive est la (p + q)°" polaire de ce plan 
relative à la surface primitive. 


La p"e polaire du plan P, relative à la surface primi- 
tive est en effet 


rss * A nd a di 
—— Lo _— vÉ a usé ES . 
P Dre AE RP PRET CAS 


la re polaire du même plan par rapport à la surface 


A, U est 
APPAT EM 0! 


Or, d’après l’identité (ro) du n° 4, 


T0 


d. d 4 .VRE 
À, AUS A QU = (= ) 


d. : 
Mate CPR PNG ES ET 
AU dy ‘ dz 3 dt 
ce qui démontre la proposition énoncée. 

Ceci revient à dire que : 

La polaire de s°"° classe d'un plan est la méme, 
qu’elle soit prise par rapport à la surface ou par rapport 
à une polaire quelconque du méme plan et de classe su- 
périeure à s. 

Car la polaire p*"* est de la classe (7 — p); la g°"° 
polaire relative à la p“"* polaire sera de la classe 

n—p)—q—n—p—q, ce qui est la classe de la 
F4 q P 
Ann. de Mathémat., 2 série,t. V. (Mars 1866.) 7 
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(p +g}""*° polaire relative à la surface primitive. Aïnsi 
un plan a le même point polaire par rapport à la surface 
et aux 1°, 2°,..., (2 —2)°"° polaires, etc. 


14. Taéorëme X. — La polaire q°"* d’un plan P,; 
relative à la p""* polaire d’un plan P; (cette dernière 
étant prise par rapport à la surface primitive) coïncide 
avec la p°"*° polaire du plan P; relative à la g°"° polaire 
du plan P; (cette dernière étant prise par rapport à la 
surface primitive). 


Cette propriété est la traduction de l'identité (9), n° 4, 
SaVOIr : 
J L'on | Ent Ï 1) 
NA SAR RTE VA FA À 


15. Taéorème XI. — S1 la polaire q*"* d’un plan P, 
relative à la polaire p*"* d’un plan P, touche un plan P;, 
la polaire q*" du plan P; relative à la polaire 


(a — p — q)*"* du plan P; touchera P,,. 
En effet, la g°"**° polaire de P; par rapport à la p"° po- 


laire de P, est 
A, (AU) = 0, 


/ 


ou, d’après l'identité (10), n° 4, 

(1°) A5 (AU) — 0. 

Comme la polaire A,U est de la classe (1 — q), il résulte 
de l'identité (6), n° 2, que l’équation de la polaire (1°) 
peut s’écrire 


LR EX À \ 
| A, (AU) = 455 (AQU ho 


(2°) bd: de d me U) 
— [x — / EN PET TE L #0. 
| (a dx Da dy dz dt mod Dé 


«/ 





Mais la polaire g°"° de P; par rapport à la polaire 
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(n— p— q)}"°" de P, a pour équation 


À A (ap U) = CE CS U) 
(3) | “a d. d. ac: 


Œ, — De EE | Thés “47 er 
si r PEUX À RE ra ‘dt 


REp=y L . 
| (a, U) ET ON 
les équations (3°) et (2°) mettent en évidence le fait an- 
_noncé; car on voit que si la polaire (2°) touche le plan P,, 
on aura précisément la condition pour que la polaire (3°) 
touche le plan P,. 


16. Taéonkue XII. — Lorsqu'un plan enveloppe une 
surface de classe n,, son point polaire par rapport à la 
surface primitive décrit, en général, une surface d'ordre 
ns (nn —1}. 


Déterminons le nombre des points en lesquels le lieu 
cherché est rencontré par une droite quelconque D. 
Soient V la surface de classe 7,, et S et S’les premières 
polaires par rapport à la surface primitive U de deux 
plans P et P' passant par la droite D. Les points polaires 
situés sur la droite D seront ceux dont les plans touchent 
à la fois les surfaces S et S' (8); ces plans doivent en 
outre, d’après la définition du lieu, toucher la surface V. 
Donc le nombre des points polaires situés sur la droite D 
est égal au nombre des plans tangenis communs aux 
trois surfaces V, S et S”, c'est-à-dire à n,(7—:1}. 
Donc... 

En supposant 2, = n, on retrouve le théorème VIT, et 
en supposant 7, —1, on conclut de là que /e lieu des 


points polaires des plans passant par un point fixe est 
une surface d'ordre (n —1). 


17. Tuaéorbme XIII. — L’enveloppe des plans dont 
Les points polaires décrivent une surface d'ordre m est 
une surface de classe mn —1), en général. 


SJ 
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Le point polaire d’un plan (x5, Yo; 20: /o) a pour équa- 
tion tangentielle 


dU L e dU A dU 
Æ | — un BAS er 
Hi} Y (EE . a Er LIU °E 


ses coordonnées tétraédriques (X, Y, Z, T) seront don- 
nées par les relations (1"° partie, n° 7) 


X dé Z T 


47 AUS 7 ANT Cid D T0 MEN 
=) FA A dit 
Si la surface décrite, d'ordre m, a pour équation ponc- 
tuelle 
(2e) FOX, YAZNTI ET. 


l'enveloppe du plan P, s’obtiendra en éliminant (X,Y,Z,T) 
entre les équations (1°) et (2°), ce qui donne 


.F/d4U\ {dU dU dU\41te 
ee a ee 


Or cette équation est évidemment du degré m(n—1) 
par rapport aux coordonnées du plantangent (x,,YZ53t0)3 
donc... 


18. Taéorème XIV. — Le nombre des plans qui ont 
néme point polaire par rapport à deux surfaces de 
classe n et n, est égal à 


(n+n—2){(r —1} + (rm —1}] 

Soient U et V les deux surfaces, et (U,, U:, Us, U,), 
(Vi, V2, Vs, V;:) les dérivées respectives par rapport 
à x, y, 2, t de Uet V, les plans cherchés sont déterminés 
par les équations 





<iS 


(«or À} 
c'est-à-dire que les coordonnées de ces plans doivent 
vérifier les six équations 


A, = U,V: — UV, = 0, AE VS AE LENIE="0, 
(1°) A = U, V;, — UV, — 0, À = UV, — U,V: — O, 
AU; V, —U, V, = 0, AS Us VU; ViE="0. 


Considérons, par exemple, les solutions communes à A, 
et À, lesquelles se composent : I° de celles qui annulent 
A, et À, sans annuler U, et V, ; IL° de celles qui annulent 
U, et V, à la fois. 
Les solutions communes à A;, A, et A;, par exemple, 
sont en nombre 
N—(n+n, — 2}. 


Or ces solutions se composent : 

1° De celles qui annulent A;, A, (sans annuler U, et V,) 
et À, [sans annuler ni (U,, V,), ni (U,, V.)]; elles satis- 
font à la question, car toutes les équations (1°) sont véri- 
fiées ; 

2° De celles qui annulent A;, À, (sans annuler U, et V;) 
et A, (en annulant U, et V,; elles satisfont encore à la 
question ; 

3° De celles qui annulent A;, À, (sans annuler U, et V;) 
et À; (en annulant U, et V,); elles ne satisfont pas à la 
question, car les six équations (1°) ne sont pas vérifiées ; 
ces dernières solutions étant données par 


CARE O ES RDV "0 }, 
leur nombre est 
(2 + Pa) (a —1)(z1 — 71); 


4° De celles qui annuleni U, et V, et A,; leur nombre 
est 


fn + ni —2)(nr —i) (ri —51); 
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elles ne satisfont pas à la question, car il faudrait, pour 
que les équations (1°) fussent vérifiées, satisfaire à plus 
de trois relations distinctes, ce qui ne peut pas avoir lieu 
dans le cas général. Donc le nombre des plans cherchés 
est, en général, 
(R+m—o)—o(n+<n —2)(r —1)(7, —1) 
2 (nm — 2)[(e 1) (me — 1) 


Pour le cas de deux surfaces de deuxième classe, ce rom- 
bre est égal à 4. En supposant 7, — 1, on retrouve le théo- 
rème V. 


19. Soient les quatre surfaces (U, V, R, S) de classes 
respectives 71, 71, Ne, 33 les points polaires d’un même 
plan P, par rapport à ces quatre surfaces seront 


dU (RE dU ‘dU 
lp) 

(1) dYV dV aYV dV 
(Er (D e( 2) (20 


eu © 06 © °° +0 0e [s à e + 9 n es 6706 41e lee 7e (me 0 ee ets 5. fn, à 18 ec RE 


Si nous exprimons que ces quatre points sont dans un 
même plan, c’est-à-dire que les équations ci-dessus ont 
une solution commune en x, y, z, {, nous trouvons, en 
supprimant l’indice o, 

dU' dÜt dUwedU 

dx dy d3 dt 

INA N NN AMTEN, 

PP AE NT 

LRO RIT RIT RER 

2 de dE. 

d'SULSURETS Cas 

dx dy ds dt 
donc : 


Taéorëme XV.— L’enveloppe des plans tels, que leurs 
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points polaires, par rapport à quatre surfaces de classes 
n, Ni lo A3, Soient dans un méme plan, est une sur- 
face de classe (n + n1 + n; + ns — 4); et son équation 
s'obtient en égalant à zéro le déterminant fonction- 
nel À des premiers membres des équations des surfaces 
considérées. 

Si dans les équations (1} on remplace x, y, 2, £ par 
Lo Vos Zoo Et inversement, nous retrouvons encore 
l'équation (2) en éliminant x,,7,, 25, l,, c’est-à-dire : 

Taéorkme XVI. — La surface À est l'enveloppe des 


plans touchés à la fois par les premières polaires d’un 
méme plan relatives aux quatre surfaces U, V, R,S. 


20. J’appellerai faisceau de n°"° classe le système de 
toutes les surfaces de n°" classe assujetties à 


ee >| 


Tin 


conditions communes, et telles, qu’un plan, donné arbi- 
trairement, est touché par une seule d’entre elles; et 
réseau de n°" classe le système de toutes les surfaces de 
n°" classe assujetties à 


EE 3) 





1.2.3 


conditions communes et telles, que deux plans, donnés 
arbitrairement, sont touchés par une seule d’entre elles. 

Je ne ferai qu'énoncer les propositions suivantes, car 
la démonstration est facile. 


Taéorëme XVII. — Les p°"*° polaires d'un plan fixe 
par rapport aux surfaces d'un faisceau forment aussi 
un faisceau; elles sont inscrites dans la développable 
circonscrite aux p°"* polaires du même plan par rap- 
port à deux des surfaces du faisceau. 
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Les plans, dont le point polaire est fixe, sont tan - 
gents communs à deux surfaces de classe 2 (n —1). 


Taéorëme XVIIL. — Les p°"** polaires d’un plan fixe 
par rapport aux surfaces d’un réseau forment un ré- 
seau; elles sont constamment tangentes aux (n — p}° 
plans tangents communs aux p*"* polaires du méme 
plan par rapport à trois des surfaces du réseau. 

Les plans dont le point polaire est fixe enveloppent 
une surface de la classe 3 (n —1). 


21. La démonstration, l’'énumération même des pro- 
priétés auxquelles conduit la théorie actuelle serait fort 
longue et donnerait une trop grande étendue à ce Mé- 
moire. Je ne désirais qu’ajouter une nouvelle preuve à 
cette proposition, déjà mise en évidence par M. Plücker, 
que l’analyse peut aussi traduire, expliquer et démon- 
trer la dualité géométrique. Les définitions et les prin- 
cipes généraux que je viens de poser nous montrent que 
toute propriété des polaires d’un point ou dérivant de la 
théorie des polaires a nécessairement sa corrélative dans 
la théorie des polaires d'un plan; et qu’un seul calcul, 
interprété à ce double point de vue, démontre à la fois la 
double proposition. 

Il me reste néanmoins à ajouter quelques mots sur les 
singularités des surfaces, afin de bien préciser l’interpré- 
tation des calculs dans le cas des équations tangentielles ; 
ce sera l’objet d’un second paragraphe. 


ER 
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NOTE SUR LES CONES DU SECOND ORDRE ; 
Par M. MIRZA-NIZAM. 





A 


L. 


RELATIONS QUI EXPRIMENT QUE LE CÔNE À SOIT TROIS 
PLANS TANGENTS, SOIT TROIS GÉNÉRATRICES RECTANGU- 
LAIRES. 

L’équation générale des cônes du second degré dont le 
sommet est (Xi, V1, 31) peut s’écrire de la manière sui- 
vante : 

A(x—zx,) +A'(y—7,)+A"(z—2)+2B(y—7) (2—2) 

+ 2B'(x—x,)(2— 2) +2B"(x — x) (y — 71) = 0. 

Les équations d’une génératrice sont de la forme 


Dr! EN Te 7; 
Æ EN pepe 
à p 7 | 
a, P, y étant les cosinus des angles que fait cette droite 


avec les trois axes supposés rectangulaires. Cette droite 








devant se trouver sur le cône, on doit avoir 
(1) Ac?+ A’? + A4 + 2BBy + 2B'axy + 2B”xf — 0. 
En exprimant que deux autres droites (x, 6, y), (æ', (5, y’) 
se trouvent sur le cône, on obtient deux autres relations 
qui ne diffèrent de la précédente que parce que «, 5, y 
sont successivement remplacés par a’, (',7" et a”, 5", y". 
Ajoutant ensuite ces trois relations, en ayant égard aux 
six relations 
Mae Domi ce af + xp +ax/B"—0, 

(2) PHPBB, ay Hay +ay—o, 

l PR HVT =, y + By + fy—o, 
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qui expriment que les axes sont rectangulaires, ainsi 
que les trois génératrices, on obtient pour cette somme 


(æ) A AR -LOATE o 
Telle est la relation cherchée. 


Remarque. — La relation (:) montre que si le cône 
a un système de trois génératrices rectangulaires, il en a 
une infinité; car pour un pareil système, il faudra ré- 
soudre par rapport à (x, B, y), (x', B', y"), (æ”, GB”, y") 
les équations (2) et les trois relations analogues à {4}. Or 
l’une de ces relations peut être remplacée par la rela- 
tion (æ) qui ne contient pas les variables. On a donc 
huit équations à neuf inconnues; donc il y a une infinité 
de systèmes de trois génératrices rectangulaires. 

La même remarque s’appliquerait aux trois autfes cas 
que nous avons à traiter. 

Cherchons maintenant la relation qui exprime que le 
cône a trois plans tangents rectangulaires. Pour cela, sup- 
posons d’abord la surface rapportée à trois axes parallèles 
à ses axes principaux, son équation sera 


Afxz— zx }+A {y —7,} + A"(z—z}—o. 
Son plan tangent aura une équation de la forme 
(5) afz—x)+$(r—r)+y(z—z)—=o, 


æ, G, y étant les cosinus des angles de l’axe de ce plan 
avec les trois axes de coordonnées et x’, y', z! les coor- 
données du point de contact. Ces dernières vérifient par 
conséquent l'équation de condition 


(4) A(e a) + A (y y) + A (a) 0. 
Or léquation du plan tangent au point x’, y’, z' est 


A(c—x)(e—2) +A (ri) 7) AG 4) — 41) 0; 


/ 7 \ Per 


Telle est la relation qui exprime que le plan (3) est tan- 
gent au cône. Prenant maintenant deux autres plans 
(a, G',7y'), («”,B", y”) et exprimant qu'ils sont tangents 
au cône, on obtiendra deux autres relations analogues ; 
ajoutant ces trois ‘relations en ayant égard à ce que les 
trois plans sont rectangulaires, on obtient 

I Ll H 

Ait a 
ou bien 

AA' + AA” + A'A”— 0. 


On voit donc que si le cône est rapporté à trois axes pa- 
rallèles à ses axes principaux, la relation cherchée ex- 
prime que la somme des produits deux à deux des coefli- 
cients de x°, y?, z° est nulle. 

Or, dans le cas où les axes sont quelconques, par un 
changement d’axes, on ramènera l'équation à la même 
forme; seulement les coefficients de x°, y*, z? seront les 
trois racines de l'équation en S 


CON Sang) (as sys Are spé 
— (A7 — S)B7? + DDR" 0, 
et la somme des produits deux à deux des trois racines de 


cetie équation égalée à zéro donnera la relation cherchée 
dans ce cas. La somme des produits deux à deux des ra- 
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cines de cette équation étant 
AA! -E AA AUAN BEBE Be, 
la relation cherchée est 


(B) (AA! B":} + (AA? — B?) + (A'A"— Bi) — 0. 


LL: 


RELATIONS QUI EXPRIMENT QUE LE CÔNE À TROIS GÉNÉRA- 
TRICES, OU TROIS PLANS TANGENTS PARALLÈLES À TROIS 
DIAMÈTRES CONJUGUÉS, OU TROIS PLANS DIAMÉTRAUX 
CONJUGUÉS D'UN ELLIPSOÏDE. 


Prenons les trois axes de l’ellipsoide pour axes de 
coordonnées : l'équation de certe surface sera 


x? y 2? 
ANT 


l'équation du cône sera 
A(x— x) +A'(y—7) +A"(z—2) +2B(y—7:)(:—2) 
+2B'(x—x)(z—2)+2B’(x—x)(ry —y)=0. 


Transformons ces deux surfaces homographiquement en 
prenant pour formules de transformations 
T 0 Z 


/ À 
L'Er sONT eos CRD 
a Y b 


l’ellipsoïde se change dans la sphère 
+ y + ri, / 


et le cône proposé dans le cône 
À a° (= =) + A’ b? (ui x) + A" c° Ë — 2) 
a b À 
+aBbe(y—7) (2 : tas 2 (“— 2 
b c s: * 
+ 2B'ab (#2) ( (AE 
a } \ b 
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Alors, exprimer que le premier cône a trois génératrices 
parallèles à trois diamètres conjugués de l’ellipsoïde, 
c’est exprimer que le second cône a trois génératrices 
rectangulaires. 

La condition pour que le cône ait trois génératrices pa- 
rallèles à trois diamètres conjugués de l’ellipsoïde est 
donc, d’après l’équation (x), 


(+) A a? + A'b? + A" — 0, 


a, b, © étant les demi-axes de lellipsoïde. De même, 
d’après la relation (6), la formule 


(AA! — B2) ab? (AA"— B")a*c?-+ (A'A"— B) be — 0 
ou bien 


AA' — B’: F} AA" — B’° Fa A'A” — B° 


(9) Re"  CTTEPEE Se 0 
exprime que le cône donné a trois plans tangents paral- 


lèles à trois plans diamétraux conjugués de l'ellipsoïde 


(a, B, c). 


Remarque. — Les relations (y) et (9) supposent que 
les axes des coordonnées sont les axes de l’ellipsoïde. 


LIL. 


APPLICATIONS. 
Applications de la relation (æ). 
Première application. — Résolvons le problème 
connu : 
Trouver le lieu des sommets des trièdres trirectangles 
dont les arêtes sont tangentes à une surface à centre 
donnée. 


Prenons trois axes rectangulaires passant par le centre 
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de la surface dont l'équation est 


Frs Y,2) = Aix? + Ar? + A3 + 2B,yz + 2B',xz 
+ 2B°2Y + =: 


Soit (Xi, Y1> Z1) un point du lieu. Le cône ayant pour 
sommet ce point et circonscrit à la surface contiendra les 
trois arêtes du trièdre trirectangle; donc les coeflicients 
de l'équation de ce cône vérifieront la relation (x). La 
relation est donc l'équation du lieu, puisqu'elle a lieu 
entre X1, V1, Z1 et les quantités connues. 

L’équation de ce cône est 


L D e. ! ! CAES 
AGE AA EPA ET RER 


dans laquelle f(x, y, z,t) est le premier membre de 
l’équation de la surface donnée, rendu homogène en rem- 


TUE “hs + 
plaçant x, y, z par rh AU multipliant par t°. 


On obtient l'équation (c) en cherchant l’équation gé- 
nérale des surfaces doublement tangentes à la surface 
f (x, y, z) = o suivant le plan polaire du point 
(Xi, Vis Z1), et exprimant que cette surface passe par le 
point (Zi, Yi 21). 

Les coeflicients de l’équation (c) sont, en désignant 
par, À. A4 AB; PB’, Blé coefficients dette ee 
ZEN LE | 


I ñ. 
AS} A, f (x, Yi Zi) Bd à à 


CP 


I . 
F0 


/ ! & I L 
AA Sas Yo) = AE 


I ! ! 
B — B, f (ri Ji z} "FC 7h73 ; 


At AT TAR Vis Gi) — 
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ad | 
|? me Biron) UE ; 


I 


BE Guns) 22 EU 


La relation (+) est donc, dans ce cas, 


! [44 / ] lo ra : Lo) 
(A: + À, HA) f (rss &) AE 4 {us ? Hf y +) —— 0. 
LA 
Telle est l'équation du lieu. C’est une surface du second 


degré. Ordonnant par rapport aux variables et enlevant 
les accents, on a 


x°[(A, A" — B°?)+ (A A —B°)] 
MU pe ARR | 
+ z'[(A,AT — B?)+ (A A"—B?)] 
+2(B A —BB')yz+2(A,B,— B,B")xz 
+ 2 (A7 B"— B,B')xy + F (A; + A + A')— o. 


C’est une surface concentrique à la surface donnée et 
qui a les mêmes axes, car si on avait pris pour axes de 
coordonnées les axes de la surface donnée, on aurait 
B, — B, — B° — o, et l'équation du lieu se réduirait à 
A, (A + A")zx? + A (A, + A") y? + AA, + A')z 
+ F(A; + A + A) —o 
qui est l'équation d’une surface rapportée à ses axes. 
Nous n’avons pas pris tout d'abord ce système de coor- 


données, parce que nous aurons besoin de l'équation (c) 
dans ce qui va suivre. 


Deuxième application. — Cherchons comme seconde 
application de l’équation (x) le problème suivant : 

Trouver le lieu des sommets des trièdres trirectangles 
dont les arêtes passent par une conique. | 


(F tre ) 
Soient 
Lis Aya Aie TE, 
Per br A0; 


les équations de la conique, «, B et y ayant la même si- 
gnification que précédemment. 

Soit (X1, 1 Z1) un point du lieu; le cône ayant ce 
point pour sommet et passant par la conique contiendra 
les trois génératrices du trièdre trirectangle qui a son 
sommet au même point : les coeflicients de l’équation du 
cône vérifieront donc la relation (x); cette relation est 
donc l’équation du lieu. ; 

Or, l'équation du cône ayant son sommet en (x;, y1, z1) 
et passant par la conique, est 


{ (æ — am PTAIP, (P, — 2ax;) + E;c?] 
ct Pr le CAC OR PE REC 
+(z—z) [ATP (P,—27yz)+E 7] 
—2(7—71)(2—2)[P, (AT BA + A y) —Efy] 
— 2(x—x)(2—2)[P,(A oz, +A;yæ,)—Eicy] 
— Y1)[P,(A,ayi+Aifx,) —E;af | —=0o, 


(c’) 


—2{x—x)(Y 


E, et P, étant ce que deviennent E et P lorsqu'on rem- 
place x, y, z par 1, Vis 21. 

L’équation du lieu est donc, d’après la relation (x), en 
ayant égard à la condition & +f+ y =1, 


Pi[Ai(P—2ux) + A (P—2$y;)+Ai(P—27z)]+E=o 


qui est une surface du second degré passant par la co- 
nique donnée. 

Si l’on avait pris le plan de la conique pour plan des xy, 
ses axes pour l'axe des x et celui des y, l'équation du 
lieu s’obtiendrait en faisant dans l'équation précédente 

[/4 2 
a—=fB—=0, y —1et A= 0; le lieu sera, en remplaçant 


{ ua à 
P, par zetE; par A x A' 7° as 


À x! + AY? + (A, —- A')2?— Î O0, 


Si nous n'avons pas pris tout d’abord ce système d’axes, 
c’est parce que nous aurons besoin de l'équation de ce 
cône sous la forme té 


Remarque. — Nous avons fait remarquer que si Île 
cône contenait un système de trois génératrices rectangu- 
laires, 1l en contenait une infinité. Donc chacun des 
points des lieux cherchés est le sommet d’une infinité de 
trièdres trirectangles répondant à a question. 

Cetie remarque s’appliquera également aux autres 
problèmes que nous allons traiter. 


Applications de l'équation (6). 


PREMIÈRE APPLICATION. — 7 rouver le lieu des sommets 
des trièdres trirectangles dont les faces sont tangentes 
à une surface à centre. (Théorème de Monge.) 


Considérons le cône ayant son sommet en un point 
quelconque du lieu et circonscrit à la surface. Ce cône a 
troïs plans tangents rectangulaires; ses coefficients véri- 
fient donc la relation (B); cette relation exprime donc 
l'équation du lieu. Dans la première application de 
l’équation (x), on a obtenu les coefficients de ce cône ; 
alors calculant les trois termes de (5), on a 


AA Bi (Az? EE (Ai A! —B"2)]. fl, isa), 

AA" — B'— {47 +F(A A —B)|.f(x,7,2), 

A'A"— B? —[4x! + F(A AT —Bi)]|. f(x, 71, m), 
en posant 


A== A AL A" LB BB" AB: AD A"p": 


1 1 


Ann. de Mathémat., 2° série, t. V. (Mars 1866.) 8 


( 114) 


L’équation du lieu est done, en enlevant les accents, 


x+p+z — [AA —B'?+A A —D2+ AA" —B;|. 


>!" 


C’est donc une sphère concentrique à la surface donnée. 
On voit que cette sphère a pour rayon la diagonale du pa- 
rallélipipède construit sur les demi-axes de la surface, 
car la surface rapportée à ses axes aurait pour équation 


Sx? + S'y + S'2+F=o, 


et la somme des carrés des demi-axes est 
Ï 
+ b+e— —#F + — + a 
Ce 


(S, S’, S” étant les racines de l'équation en S). Or, on a, 
d'après cette équation en S, 


I I I AV Aer Bi A rA AM — B?+ À! AFEUBE 








Sn CAT UE IST F ad 
donc 
F f " 4 r ! [/4 
PH — T(AA —BHAA;—B; HA, A —R;), 


ce qui prouve ce qu'on a avancé. 


DEUXIÈME APPLICATION. — 7 rouver le lieu des sommets 
des trièdres trirectangles dont les faces roulent sur une 
conique. 


On voit de même que pour avoir l’équation du heu, il 
faudra appliquer la relation (5) aux coefficients de Péqua- 
on (c’). Des coefficients de cette équation on tre, en 
représentant par À, A’, A’, B, B', B’ ces coefficients, 


AA’ PR P°[(A' A" a? +- AA, G° Le AA )2 
— (Aif?+ A) ], 
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AA" — B'?— P'[{A" A a+ A, A" G?+ A Ay)y: 
— (Aiy? + A a)|, 
A'A!— B°— P°[{ A" A" a+ A, A" B°+ A, A7") x? 
Ava AP )fe 
L’équation du lieu cherché est donc 


(A" A" a? + AA" B+ A, A" y)(rt+ y + 21) 
— a? (A + A7) + GB? (A; + A1) + y’(A: + A'), 
une sphère concentrique à la conique, dont le rayon est 
la diagonale du rectangle construit sur les deux demi- 


axes de cette conique; car on sait que les axes de la sec- 
tion de la surface 


A, x?+ A y + Az —1—o 
par le plan 
Dit r-E y 220 
sont donnés par l’équation en r° 
r' (4 A’ a? + A, À" B? —- A, A v°) 
— r°[a2(A° + A") + B?(A; + A) + Y'(A, + A)] +1 —o, 
d’où l’on tire 
CAIN AT EE BASE AE (AM A 
es PRE P LA ne LP Dee AE AE Pr 4 


+ rt re 
A", A" œ? + À, A" Past A, A" 7? 


ce qui démontre ce qu'on a avancé. 


Application de la relation (). 


PREMIÈRE APPLICATION. — 7 rouver le lieu des sommets 
des trièdres dont les arétes sont tangentes à une surface 
à centre et parallèles à trois diamètres conjugués d'un 


ellipsoïde. 


Prenons les trois axes de l’ellipsoïde pour axes de 


8. 
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coordonnées. L’équation de la première surface sera 


Fa, 7,23) — Aix + AN y + Az + 2B, yz + 2B' x 
+ 2B"xy +F—=0, 
et l’équation de l’ellipsoïde sera 


L: PR 2°? 
pr mr e uk + 

Le cône ayant pour sommet un point du lieu et cir- 
conscrit à la première surface, contenant trois généra- 
irices parallèles à irois diamètres conjugués de l’ellipsoïde, 
les coefficients de son équation doivent vérifier la rela- 
tion (y}. Or, on a trouvé déjà les coefficients de ce 
cône (c) dans la première application de la relation (x); 
donc, remplaçant dans la relation (d) ces coefficients par 
leurs valeurs, on a pour l’équation du lieu 


2a[ CA À’ Le pr) pr TANT Brel 
ire Fi pui mi) dE (ANA 2 B?)e] 
B[(ALA — B?)a € (A A = 3) 6] 
+2 (B;A, —B p' ay + 2. (AB — B,B°) b'xz 
2 (A'B" — B,B' )c'æy + F(A,a? À’ b + A" c)—0 


qui est une surface du second degré concentrique à la 
surface donnée. 


Deuxième APPLICATION. — 7 rouver le lieu des sommets 
des trièdres dont les arêtes passent par une conique à 
centre donnée et sont parallèles à. trois diamètres cor1- 


jugués d'un ellipsoïde. 


On peut transporter l’ellipsoïde parallèlement à lui- 
même, jusqu’à ce que son centre coïncide avec celui de la 
conique. Prenant alors pour axes de coordonnées les trois 
axes de l’ellipsoïde, son équation sera 

x? Van z? 


a? b? c? 
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La conique peut être considérée comme FPintersection 
d’un plan passant par le centre et d’une surface à centre 
du second degré, ayant les mèmes axes que l’ellipsoïde. 
Par conséquent, pour avoir l’équation du lieu, il faudra 
écrire la relation (9) entre les coefficients du cône (c') 
qui a son sommet au point (x, Y1, Z1) du lieu et passant 
par la conique. L’équation du lieu est donc 


P,[A, (P,—2ax,)a? + A (P;—26x,)b?+ ATP —2yx)] 

aude at D'BIEt c'y7) — 0, 
qui représente une surface du second degré passant par 
la conique donnée et par l'intersection de lellipsoïde 
avec le plan représenté par le second facteur du premier 
terme égalé à zéro. 


Applications de la relation (9). 


PREMIÈRE APPLICATION. — Trouver le lieu des sommets 
des trièdres trirectangles circonscrits & une surface à 
centre donnée et dont les faces sont parallèles à trois 
plans diamétraux conjugués d’un ellipsoïde. (Généralisa- 
ion du théorème de Monge et concours général de 1860.) 


En prenant pour axes de coordonnées les trois axes de 
l'ellipsoïde, on voit que pour avoir l’équation du lieu il 
faudra exprimer la relation (9) entre les coefficients du 
cône (e}: L’équation du lieu est donc 
TV PER NE TA AR? 4 AGATEER'20 VATCATE BA 

a Le a en 

c? b2 a? | ? 

qui représente un ellipsoïde concentrique à la surface 
donnée et homothétique à l’ellipsoïde donné. 


Deuxième APPLICATION. — Ÿrouver le lieu des sommets 
des trièdres dont les faces sont parallèles à trois plans 
diamétraux conjugués d’un ellipsoïde et qui roulent sur 
une conique à centre donnée. 


| T8 ?) 

En prenant encore les axes de l’ellipsoïde donné pour 
axes de coordonnées, l'équation du lieu n’est autre chose 
que la relation (d) entre les coefficients du cône (c’). 
L’équation du lieu est done 


æ&  b 
__ À + A7$ "7 A7 + A & g: AB? + A a? 


a? b? c? 


r 1 " r T° h z° 
(AA + AA Aa) Lier sir =) 


2 


qui est un ellipsoïde concentrique à la conique donnée et 
homothétique à l’ellipsoïde donné. 

Il résulte de là que toutes les questions sur les trièdres 
se résolvent par une marche analogue de calcul. 


ÉTUDE DE GÉOMÉTRIE COMPARÉE, 


Avec applications aux sections coniques et aux courbes d'ordre supérieur, 
particulièrement à une famille de courbes du sixième ordre et de la 
quatrième classe ; 


Par M. G.-G. DE LONGCHAMES, 


Élève de l’École Normale supérieure. 


La méthode de Géométrie comparée que j’expose ïei 
repose sur le théorème suivant, conséquence évidente du 
théorème relatif à une transversale dans un triangle et de 
la réciproque. ï 

1° Une transversale étant donnée dans le plan d’un 
triangle, on prend les symétriques, par rapport aux points 
milieux des côtés du triangle, des points où ces côtés sont 
rencontrés par la transversale; les trois points ainsi 
obtenus sont en ligne droite. 

Ces deux droites, tellement Hées l’une à l’autre que la 
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seconde se déduise de la première et inversement, peuvent 
ètre appelées transversales réciproques. Si l’on considère 
les segments de ces transversales compris entre deux 
mêmes côtés du triangle et qu’on appelle les segments 
correspondants, on énoncera ce théorème : 

2° La droite qui joint les points milieux de deux seg- 
ments correspondants passe par le milieu de la médiane 
correspondant au sommet de l’angle considéré. 

3° La transversale réciproque est parallèle à la droite 
qui joint les points milieux du quadrilatère complet que 
forme la transversale proposée avec le triangle. Ces points 
milieux et les points où la transversale réciproque ren- 
contre les côtés du triangle forment deux systèmes de 
points homothétiques; le centre de gravité du triangle 
est centre d’homothétie. 

4° Étant données trois transversales se coupant deux 
à deux sur les côtés d’un triangle donné, les transversales 
réciproques forment également un triangle dont les som- 
mets reposent sur les côtés du triangle donné, et ces deux 
triangles, savoir : celui des transversales et celui des 
transversales réciproques, jouissent de la propriété que la 
droite qui joint leurs centres de gravité passe par le 
centre de gravité du triangle donné et y est partagée en 
deux parties égales. 

Fous ces théorèmes sont assez élémentaires pour que 
nous puissions nous dispenser de les démontrer ici. Avant 
d'aller plus loin dans cette théorie, je cite dès à présent 
l'application qu’on peut faire des théorèmes précédents à Ja 
recherche de la loi qui unit les centres de gravité des divers 
triangles qui composent un polygone complet, c'est-à-dire 
un polygone dont les côtés sont indéfiniment prolongés. 

On déduit, en effet, du dernier théorème énoncé ce 
corollaire : 

Si l’on considère les deux systèmes de trois points 
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formés par les côtés du triangle donné sur la transversale 
et sa réciproque, la droite qui joint les centres de gravité 
de ces deux systèmes de points passe constamment par 
le centre de gravité du triangle donné et y est partagée 
en deux parties égales. 

On déduit de là le théorème suivant : 

Si l’on considère un quadrilatère complet, ce quadri- 
latère définit quatre triangles que l’on obtient en faisant 
successivement abstraction d'une des ‘droites données. 
Que l’on considère l’un de ces triangles en particulier'et 
que l’on joigne son centre de gravité au centre de gravité 
du système des trois points qui se trouvent sûr la qua- 
trième droite, les quatre droites que lon peut ainsi ob- 
tenir concourent en un mème point et y sont partagées en 
deux parties égales. 

Ce point situé sur la droite qui joint les points milieux 
des diagonales, et qui se trouve être le centre de gravité de 
ces trois points, peut être appelé, en n'’attachant à ee 
mot qu'un sens purement géométrique, le centre de gra- 
vité du quadrilatère complet. En se laissant guider par 
quelques idées générales semblables à celles qui n’ont 
servi (*) dans une recherche analogue sur les centres des 
ecrcles circonscrits aux triangles formés par un polygone 
complet, on arrive au théorème général que j’énonce : 

Si l’on considère un polygone complet de n droites défi- 
nissant z polygones de (7 — 1) droites, que l’on joigne 
le centre de gravité d’un de ces polygones (point défini 
par cette même loi que nous énonçons en ce moment) au 
centre de gravité des (2 —1) points qui se trouvent sur 
la n°" droite dont on vient de faire abstraction, les 
r droites ainsi obtenues concourent au même point et y 
sont partagées dans le rapport de # — 2 à 2. 


(*) Revue des Sociétés savantes, mai 1864. 


W'u22 | 

Mais, sans insister davantage sur ce point, J’expose les 
principes qui font de ces théorèmes la base d’une nouvelle 
méthode de déformation des figures. On sait que tout 
théorème de Géométrie élémentaire, dans lequel à un 
point ou à une droite correspond un point ou une droite, 
peut servir de point de départ à une méthode de Géométrie 
comparée, et ces idées ont été exposées dernièrement dans 
les Annales par M. Mathieu. C’est ici le premier théo- 
rème qui servira de point de départ, en faisant corres- 
pondre une droite à une droite, ainsi que nous l'avons 
expliqué en commençant. Si on fait tourner une droite 
autour d’un point et que l’on cherche l'enveloppe des 
transversales réciproques, l’équation homographique du 
point se change en l’équation homographique d’une co- 
nique, de telle sorte qu'on peut dire qu’à un point cor- 
respond une conique. 

Mais le point ne renfermant que deux paramètres arbi- 
traires, la conique, on le comprend bien, doit être assu- 
jettie à remplir trois conditions. On reconnaît, en effet, 
qu'elle est tangente aux trois côtés du triangle qui sert à 
la déformation, et que suivant un langage usité nous ap- 
pellerons désormais triangle de réfétence. Les théorèmes 
énoncés plus haut, et le théorème de Newton, font voir 
que le point et la conique corrélative sont liés par une 
loi simple : 

Un point a pour corrélatif une conique tangente aux 
trois côtés du triangle de référence, et inversement une 
telle conique a pour corrélative un point : ce point, le 
centre de gravité du triangle et le centre de la conique 
sont trois points en ligne droite, et le rapport des distances 
de ces trois points est celui de 2 à #1. 

La simplicité de cette loi fait tout le succès de ce mode 
de déformation des figures. On peut dire que les consé- 


quences nombreuses, et souvent simples, que lon en peut 
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déduire sont renfermées dans ce théorème ou datis son 
corollaire que j'énonce : 

Si deux points dans la figure proposée sont situés sur 
une même tangente à une certaine conique tangente aux 
trois côtés du triangle de référence, lés centres des 66- 
niques corrélatives de ces points sont situés sur une 
même tangente à une certaine conique tangente aux 
droites qui joignent les points milieux du triangle de 
référence. 

Je donne quelques exemples. Comme il ne sera consi- 
déré dans ce qui va suivre que des coniques toujours tan- 
gentes à trois droites, ces trois conditions seront sous- 
entendues, et nous dirons par exemple : soit C(O4,, Oa;) 
une conique tangente aux droites Oa,;, Oa,, ou encore 
C(Ox,, Oa;) une conique tangente à Oa, au point O. 

1° Étant donnés un point fixe O, trois droites aux- 
quelles seront tangentes les diverses coniques dorit nous 
allons parler, et deux droites Oa;, O@ partant du 
point O, on considère les trois coniques C (O&;, O&); 
C(Oa;, Oa;), C(Ou,, Oa,). La droite qui joint le 
centré de cette dernière au point milieu de la distance 
des centres des deux premières passe par un point fixe 
quand les droïtes Oa,, O a; varient de toutes les manières 
possibles. Ce point partage la distance du point fixe au 
centre de gravité du triangle dans le rapport de 2 à 1. 

2° Étant données trois droites concourantés Oa,, 
Où, Oa; et trois droites auxquelles seront tangentes les 
diverses coniques dont nous allons parler, on considèré 
les deux coniques C(Oa,, Oa,) et C(O4,, Oa;) et la 
droite qui joint leurs centres. Les trois droites qu’on peut 
ainsi obtenir concourent au mêmé point. 

3° Étant données quatre droites concourantés Oa:, 
Oa;, Oau;, Oa, et trois droites auxquelles seront tan- 
gentes les diverses coniques dont nous allons parler, on 
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considère les six coniques ZC (O0 a,,Oa,) dont les centres, 
situés trois à trois en ligne droite, forment un qnadrila- 
ière complet. La droite qui joint les points milieux des 
diagonales de ce quadrilatère passe par un point fixe 
quand les droïtes concourantes tournent autour du pointO 
d'une façon quelconque. 

Les propriétés métriques d'une figure donnée se re- 
trouvent sans altération dans la figure corrélative; ainsi, 
le théorème sur la cinquième tangente mobile à une 
conique qui en rencontre quatre autres fixes en quatre 
points dont le rapport anharmonique est constant donne 
pour corrélatif ce théorème : 

4° Étant données trois droites auxquelles seront tan- 
gentes les diverses coniques dont nous allons parler et 
quatre droites Ou;, Oa;, Oa;, Oa, concourantes, on 
considère une cinquième droite Ox mobile autour du 
point O et les quatre coniques Z2C (Oa, Oa;); ces quatre 
coniques, on le sait, ont leurs centres en ligne droite, 
comme tangentes à quatre mêmes droites : le rapport an- 
harmonique de ces quatre points est constant quand varie 
la droite Oa. 

On en déduit ce corollaire :: 

Étant données quatre droites concourantes Oa;, Oa;, 
Oa;, Oa,, on considère les six coniques ZC (Ou,, Oa;). 
Il y a sur chacune de ces droites trois points de contact; 
si l’on considère deux des systèmes de ces points, les 
droites qui les joignent deux à deux concourent au même 
point. 

Je borne là ces exemples, suflisants, je crois, pour faire 
apercevoir l'esprit de la méthode, et avant dedire quelques 
mots de l’application de cette méthode aux courbes du 
sixième ordre, je cite quelques théorèmes bien faciles à 
démontrer et dont chacun peut donner lieu à une mé- 
thode de Géométrie comparée. 
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1° Étant donné un triangle, on en Joint les sommets 
aux milieux des segments correspondants formés par les 
côtés de ce triangle sur une transversale, et l’on prolonge 
ces droites d'une quantité égale : les trois points ainsi ob- 
tenus sont en ligne droite. 

2° Étant donné un triangle, on joint les points milieux 
de ses côtés aux points milieux des segments déterminés 
par le triangle sur une transversale; si l’on prend les 
points milieux de ces droites, les troïs points ‘ainsi déter- 
minés sont en ligne droite. 

3° Si d’un point on abaisse des perpendiculaires sur 
les côtés d’un triangle, et qu'on prenne les symétriques 
des pieds de ces perpendiculaires par rapport aux points 
milieux des côtés du triangle, et qu’en ces nouveaux 
points on élève des perpendiculaires aux côtés du 
triangle, ces trois droites concourent au même point. 

Ce théorème se démontre plus généralement pour trois 
directions choisies de facon que les parallèles à ces direc- 
tions menées par les points milieux des côtés du triangle 
concourent au même point. 

4° Si l’on joint les trois sommets d’un triangle à un 
point quelconque de son plan, et qu’on prenne, par rap- 
port aux points milieux des côtés du triangle, les symétri- 
ques des points où ces droites rencontrent ces côtés ; que 
l’on joigne enfin les points ainsi obtenus aux sommets 
du triangle, les trois droites concourent au même point. 

On peut constater que les droites des deux premiers 
théorèmes enveloppent des courbes semblables à celles 
qui sont fournies par la méthode de déformation que 
j'expose en ce moment; le troisième théorème ne fournit 
rien, car la droite qui joint les deux points inverses passe 
constamment par le centre du cercle circonscrit et y est 
partagée en deux parties égales, de telle sorteque les figures 
sont simplement déplacées et non déformées, comme il 
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importe. qu’elles le soient. Le dernier de ces théorèmes, 
qui fait correspondre un point à un point et récipro- 
quement, réalise géométriquement la transformation 
analytique que M. Magnus a développée en 1831 dans le 
Journal de Crelle. On peutlvérifier pour le cas présent 
et par la Géométrie les résultats qu'a démontrés généra- 
lement M. Magnus, savoir : que dans une telle transfor- 
mation, à une droite correspond une conique passant par 
trois points fixes, et à une courbe de l’ordre # corres- 
pond généralement une courbe de l’ordre 27. On trouve 
en effet qu'à une droite correspond une conique circon- 
scrite au triangle de référence; à une conique prise d’une 
facon quelconque, une courbe du quatrième ordre ayant 
généralement pour points multiples d'ordre 2 (réels ou 
imaginaires) les sommets du triangle de référence. Cette 
méthode, pour le dire en passant, peut ajouter une solu- 
tion de plus aux nombreuses solutions de la construction 
par points d'une conique donnée par cinq points; maïs, à 
part quelques applications de ce genre et un petit nombre 
de théorèmes qu'elle ‘peut fournir, elle ne semble pas fé- 
conde, parce qu’on ne voit pas facilement une loi géomé- 
rique bien simple qui unisse deux points inverses à la 
figure de référence. 

Je reviens à la méthode que je développe plus spéciale- 
ment et que j'ai annoncée comme conduisant à l’étude 
d’une famille de courbes d’ordre supérieur. Le théorème 
général s'énonce : 

Une courbe du degré m et de la classe 7 a pour corré- 
lative une courbe de la classe 2n et du degré 2m+n 
ayant trois tangentes multiples d'ordre 7 qui sont les 
côtés du triangle de référence. 

Ce théorème se démontre simplement de la manière 
suivante : 


Soit À la courbe proposée, A’ la courbe corrélative ; 
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soit 2! un point. Nous nous proposons de trouver com- 
bien on peut mener de tangentes à la courbe A’ par le 
point m/. Ce point m’ a pour corrélative une conique 
tangente aux trois côtés du triangle de référence, c'est-à- 
dire une courbe de la classe 2 ayant 2n tangentes com- 
munes avec la courbe À ; il y a donc 27 droites passant 
par le point m/ et tangentes à A’, c’est-à-dire que la classe 
de A’ est égale à 2 n. 

Cherchons l’ordre de cette courbe A’, c’est-à-dire 
combien de points de cette courbe sont situés sur une 
droite L'; or L' a pour corrélative une droite L, et il y 
aura sur F7 autant de points (réels ou imaginaires) que 
l’on pourra mener de coniques tangentes aux trois côtés 
du triangle de référence, à la droite L et à la courbe A. 
ML. Chasles a énoncé ce théorème général dans les Comptes 
rendus de l’Académie des Sciences de l’année dernière, 
que dans un système dont les caractéristiques sont p 
et y il existe mu + nu coniques tangentes à une courbe 
de la classe » et de l’ordre m. Ici en particulier les carac- 
téristiques du système de quatre droites étant 2 et #, il y 
a 2m + n de ces coniques dont nous cherchions le nom- 
bre, et ceci démontre le théorème. 

On vérifie sans peine, en considérant les 2 tangentes 
qui partent d’un sommet du triangle de référence à la 
courbe À, qu’il y a z points de contact de la courbe A’ sur 
le côté opposé. 

Ceci suppose, bien entendu, que la courbe À n’a au- 
cune relation avec la figure de référence, et on peut re- 
connaître que le degré de la courbe A’ s’abaisse d’une, dé 
deux ou de trois unités quand la courbe A passe par un, 
deux ou trois sommets du triangle de référence. En ap- 
pliquant ces considérations à la section conique, on ob- 
tient donc généralement une courbe du sixième ordre et 
de la quatrième classe, qui peut s’abaïsser quant à son 
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ordre, au cinquième, au quatrième et au troisième ordre. 
En particulier, dans le cas de la courbe du troisième 
ordre, on reconnaît que les côtés du triangle de référence 
sont les tangentes en ses points d'inflexion, et que ces 
trois points sont en ligne droite, ce qui est une propriété 
connue de ces courbes. 

Je donne en finissant quelques propriétés de ces 
courbes du sixième ordre : 

1° Les six points de contact de la courbe avec ses tan- 
gentes doubles sont six points d’une même conique. 

2° Les tangentes doubles rencontrent la courbe cha- 
cune en deux autres points (réels ou imaginaires); ces six 
points sont six points d’une mème conique. 

3° Le lieu des centres des coniques tangentes à la 
courbe et à ses troïs tangentes doubles est une conique. 

Cette conique joue un grand rôle dans les propriétés 
de ces courbes dont elle semble être un élément impor- 
tant. 

4° Les points où cette conique coupe les côtés du 
triangle qui joignent les points milieux des côtés du 
triangle formé par les tangentes doubles et les points où 
la courbe coupe ses tangentes doubles sont deux à deux 
en ligne droite avec les sommets du triangle des tangentes 
doubles. 

On peut encore démontrer que ces courbes ont généra- 
lement quatre points multiples d'ordre 2 et six asymp- 
totes. Les points multiples en particulier jouissent de 
propriétés simples et intéressantes. Tout théorème sur 
les sections coniques donne pour corrélatif un théorème 
sur ces courbes. Les nombreuses propriétés qu’on peut 
ainsi déduire des propriétés connues des coniques peu- 
vent être considérées comme des corollaires de cette pro- 
position : 


Si dans la figure proposée deux points sont situés sur 
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une mème tangente à une section conique, les centres des 
coniques corrélatives sont situés sur une même tangente 
à la conique donnée par le théorème IT. 

Aïnsi, en transformant le théorème qui dit que la 
droite qui joint un point au milieu de la corde de contact 
passe par un point fixe, centre de la conique considérée, 
on a : 

1° Si l’on considère deux tangentes Oa, O’a' à cette 
courbe aux points O et O’et les coniques C(Oa, Où), 
C(0'a', O'a'), C (Oa, O'a') assujetties en outre à être 
tangentes aux tangentes doubles de la courbe, la droite 
qui Joint le centre de la dernière au point milieu de 
la droite qui Joint les centres des deux premières passe 
par un point fixe quand Oa et O’a’ varient de toutes les 
manières possibles. 

2° Si l’on considère trois tangentes O a, O’a', O'a/ à 
celte courbe et les coniques C (O4, Oa), C (0'a', O'a) 
assujeities en outre à être tangentes aux trois tangentes 
doubles, et que lon joigne le centre de la dernière au 
centre de la première, les trois droites que l’on peut ainsi 
obtenir par des combinaisons analogues concourent au 
mème point. » 

Je ne multiplie pas ces exemples, qu'on peut indéfini- 
ment poursuivre en leur conservant une simplicité com- 
parable à celle du théorème des coniques que l’on emploie 
pour la transformation. On peut se demander si cette fa- 
mille de courbes du sixième ordre ne se rencontre pas 
dans la recherche des lieux géométriques. M. Chasles a 
démontré que dans un système (y, v) le lieu des centres des 
coniques est une courbe de l’ordre v; en particulier, le 
lieu des centres des coniques tangentes à trois droites et à 
une conique est une courbe du sixième ordre. Ces courbes 
sont précisément ceiles que nous venons d'étudier. 
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SUR LA RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION TRANSCENDANTE 
Se b: — çt 
(voir 2° série, t. IV, p. 454); 


Par M. QAHER BEY. 


On a 


HER 0" 20", 


Fes (5) 

= OURS = dif 

€ C 

fa: 4 b\= û 
_ —= SIn’9, (2 — COS 9, 


b 
ælog — — 2logsine, zxlog + 2log cosv, 


ST& 


log 


CHR 


__ log sino 





l 





_ logcoso 


sa 


log 


Soit 


l 4 
OO — 
? C 





à ÿ e Presa -9 
| b 
O0 ee 
5 C 
une quantité facile à calculer : 


log sino 
Fitene = #1 À 
log coso 
log sin» — mlog cosv, 
sinp — COS", 
sin?o — cos". 
Il en résulte 
cos Fo-Micos io <= 0: 
Ann, de Mathémat., 2° série, t, V.(Mars 1866.) 


© 


(130 ) 
C'est une équation à trois termes que l’on résout comme 
on veut, avec la formule de Lagrange, par exemple. 


Alors 


2 log cos 


b 
log # 


Note du rédacteur. — Ce caleul suppose a et b moin- 
dres que c. Si l’on avait a ec, b 0, il suflirait de poser 
x = — y, et l’on aurait à résoudre l'équation 


+ (6)-() 


qui rentre dans le cas examiné par M. Qûâher-Bey. 


CONSTRUCTION D'UN CERCLE OSCULATEUR D'UNE CONIQUE ; 
Par M. LECOCQ, 


Maître répétiteur au Jycée Saint-Louis. 


Soient OBAC une conique quelconque; OX, OY la 
tangente et la normale au point O de cette conique. D’un 
point arbitraire Ï pris sur OY, décrivons avec 10 comme 
rayon une circonférence qui coupe la conique en deux 
points À et B; démontrer que : 

1° La corde commune AB a une direction constante; 

2° Les bissectrices DR, DS'des angles qu'elle forme 
avec la tangente sont parallèles aux axes de la courbe; 

3° Si l’on mène OC parallèle à AB et qu'on élève MH 
perpendiculaire au milieu de la corde OC, le point H 
sera le centre et OH le rayon de courbure pour le point O. 

Soit 

(1) Ay'+ Bzxy + Cr +y—o 


(| RE } 
l'équation de la conique donnée par rapport à la tan- 
gente OX et à la normale OY, et 


(2) æ'+y+ouy = 0 
l'équation du cercle OBA ; on en déduit 
(3) (A—C)7+Bzxy +(1— 2Cu)y — 0, 


équation qui représente les deux droites OX et AB. L'é- 
quation de cette dernière droite est donc 


(4) (A— C)y + Bx + (1 — 2Cu) — 0. 





On voit que son coefficient angulaire est indé- 


— B 
A—C 
pendant du rayon « du cercle, et que sa valeur est celle 
de tang 2œ, & étant l’angle de l’un des axes de la courbe 
avec OX, ce qui démontre les deux premières parties de 
l'énoncé. 

Il résulte de là que tout cercle qui passera par le 
point O et par les points de rencontre de la conique avec 
une parallèle à AB sera tangente en O à OX. Mais si 
lon prend pour cette paralléle la droite OC, le cercle, 
n'ayant plus qu'un point de rencontre C avec la conique, 
en a trois autres communs avec elle au point O; doncil 
sera le cercle osculateur (1). 


(*) Le théorème de M. Lecocq revient à celui que M. Chasles donne 
sous le n° 11 dans son Mémoire sur les lignes conjointes, en indiquant 
qu’il peut servir à construire le cercle osculateur (Journal de BH. Liouville, 
t. IT, p. 385). 
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SOLUTION DE QUESTIONS 
PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES. 


Question 490 


{voir tome XVIII, page 443 ); 


Par M. Vencesras NIEBY LOWSKI, 


Elève de spéciales au lycée Bonaparte. 


Étant donné un cône du second degré, trouver le lieu 
d’où ce cône est vu sous un angle donné. 


Je prends le sommet du cône pour origine, et pour 
axes de coordonnées les axes mêmes du cône. Son équa- 
tion est alors 

Az! + A'y' + Az — 0. 

Soit 

(x —mz, 


{ 


[PE 7Z 


une droite passant par le sommet du cône. 

Exprimons que les deux plans tangents au cône et pas- 
sant par cette droite font l’angle donné, et d’abord que 
le plan 

æ— mz+K(y— 72) = 0 (K indéterminée) 
ou 
z+Ky —{(m+KkKn)z—o 
est tangent au cône. 


On a pour équation de condition 
A(A'n'+ A”)K°+ 2AA'mnK + A’ (Am'+ A”) = o. 


Soient K’ et K” les racines de cette équation, on a alors 
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pour équations des plans tangents 


- 


æ+K'y —(m+K'n)z—0, 
æ + K'°y — (m + K'r)z—0, 
d'où | 
1+ K'K”+(m+K'n)(m+K'’n) 
Vi K®+(m+K n}][1 + K°7?+ (nm + K'r)) 








cos V — 





cos? V [1 + K'?+ (mn + K'n}][1 + K°?+ (rm + K'’n)] 
= {1 K'K"+{(nm+K'r)(m+K'#)}, 
cos’ V [(m?+1)+2mnK'+{(n+1)K"] 
X [(+1) + 2mnkK" + {rt +1) K”!] 


— [(net +1) mn (K'+ K”) + (+1) K'K’}'; 
or le produit des deux facteurs entre crochets est égal à 


QG + Emme (RE KT) + (etui) RKTP 
+ (om? + on +1) (K'— K”); 
donc 
cos? V (n° + n° +1)(K'— K”)° 
= [re +i + mn(K'+K") +(x+1) K'K”}'sin’V; 
mais 
2mn ÀA' sn A'(Am'+ A”) 
AA AA ST A AUREE A 
Em LE 0 1 0 0) ,; 
A’(A'n?+ A”) | 





KT K”7 — — 
(K'—K”} — 


Substuituant dans l'équation de la courbe, il vient 
— { AA! A" (m? + n° + 1) (Am? + A'n + A”) 
A2(A'n°+ A} 
21° n° AA" AU (AMP AN) (#E PT) ? 
A(A'2°+ A") AÇA'Rt + A7) 








— tang’'V {ne +1i— 


(34 ) 
Simplifions : on obtient 
4AA'A"(m®+ n° +1}(Am?+ A'n+ A") 
+ tang’V[A(A'+ A")m?+ A'(A+A")n+A"(A+A')| = 0; 


or 


donc l'équation du lieu est 


AAA'A"(x?+ 7? + 22) (Ax? + A'y?+ Az?) 
+ tag? [A(A'+ A°) 2% A [AC A?) y AM(A A") fo. 


Le lieu est donc un cône du quatrième degré dont le 
sommet est à l’origine. 


Si V — 90 degrés, le lieu est un cône du second degré, 
A (A’ + A”) x! + A'(A + A’)y'+ A"(A + A'}z— o. 


Ce cône a mème sommet que le cône donné et ses axes 
ont la même direction que les axes du cône donné. 


Question 501 


(voir tome XIX, page #4); 


Par MM. DESQ Er GRASSAT. 


Par un point fixe M pris sur une conique, on mène 
une tangente; soit T un point quelconque pris sur cette 
droite, TN une seconde tangente, N le point de contact; 
au point T on élève une perpendiculaire sur la tan- 

T ? 4 
gente TN ; elle sera rencontrée en KR par la perpendicu- 
laire abaissée de N sur la tangente fixe TM. Quel est 
le lieu du point R? 


Je prends pour axe des Ÿ la tangente MT; pour axe 
des X la normale au point M; l'équation de la conique 


| 009 

sera 
Ay?+ Bxry + Cr’ + Ex — 0. 
La tangente au point N (x, 5) aura pour équation 
(2AB +Ba)y + (BB + 2C0x+E)x + Ex = 0. 
Donc l’ordonnée du point T est 
E L 

2 AB + Ba”? 

par suite, l'équation de TR est 


E 2A6+Bax 
es = Li 
24A8+ Ba BB +20a+E 


celle de NR est 
Me 


APE Bal, + Gai+Ex= a, 


On a de plus 


et on obtiendra l'équation du lieu en éliminant « et 5 
entre ces trois équations, c’est-à-dire & entre 


Cæ + (By +E)x+ A7’ —0o 
et 
[2Ay+a(By+E)|(20a+ByY+E)—x(24A7 +Ba) 
ou | 
a [B?x —2C(By+E)] + [4 ABay— 4 ACy°—B(7+E)] 
+ 2A7?(24x—By—E)=—o. 

Or, lorsqu'on a deux équations du deuxième degré, 

Me +Na+P—o, 

M'c? + N'« + P'—o, 


le résultat de l'élimination de x entre ces deux équations 
est 
(MP'— PM’} = (MN/— NM')(NP'— PN'). 
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Dans le cas actuel, 


MP'— PM'—Ay[2C(2Axz—By—E)—B'r+2C(By+E)] 
— — Axy° (B°— 4 AC), 
NP'— PN'— Ay°}\2(By +E)[2Ax— (By + E)]— 4ABzy 
+ (By + E) + 4ACy| 
—— Ay![y(B'—/{AC) —4AEx+E(2By+E)|, 
MN'—NM' — C[4 ABzxy — (By LÉ E} — 4ACy°] 
— (By +E)[B'x — 2C(Br+E)] 
— (Cy°—Bxy)(B?—4 AC)—B°Ex+CE(2B7+E). 


Donc l'équation du lieu demandé est 


Arr (B? — 4 AC} 

— — Ay’[y°(B? — 4 AC) — 4AEzx + E(2By +E)] 

X [(Cy°— Bzxy)(B? — 4 AC) — B'Ex + CE(2By +E)|; 

il se décompose en y? — 0, c’est-à-dire la normale au 
point M, et 
_ Az?y°(B—4 AC)'+ [y°(B?—4AC) —4{AEx+E(2By+E)] 

X[(Cr°— Bxy)(B? — 4 AC) — B'Ex + CE(2By +E)]= 0. 
On peut remarquer que cette équation, du quatrième 
degré en général, se décompose dans le cas de la parabole 


en 
2By +E —/4Azx — 0, 


C(2By + E) — B'x — 0. 
Cette dernière, en tenant compte de B° — 4 AC, est iden- 


tique à la première; donc, dans ce cas, le lieu se réduit à 
la droite double 


2By —4Ax+E—o, 
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ce qui représente, comme on le sait, la directrice de la pa- 
rabole, résultat très-remarquable (*). 


Question 618 


(voir 2° série, t. J, p. 169 ); 


Par M. Jacques BELLACHI. 
La courbe parallèle à la podaire d’ellipse 
a? x? + 024 a 4 2 + 7°} 


a pour équation 


(ap — y) = 4 (ar — B)(B — «7), 


en posant 


_ (a+ b?) (x? + y? — 2) — a? b° 
3 a? bal + y? — 42) 
ane see (GE) SLR TIR", 
Ha 240% + — A} 
a? b? 5 5 + y? — À?) 
= Fi s 48. 





? 





(STrEsoR. ) 

Je considère la courbe parallèle, à l’exemple de M. Sal- 
mon, comme le lieu des centres (X, Y) des cercles tan- 
gents à la courbe donnée et d’un rayon #; je substitue à 
la podaire de l’ellipse une conique variable avec chaque 
point de cette courbe, et qui touche cette courbe au même 
point. Son équation, comme il est facile de s’en assurer, 


est 
(2Xx+2Yy — A}? — ax? — by —0, 





(*) Dans le cas de l’ellipse ou de l’hyperbole, la courbe a deux asymp- 
totes parallèles à l’axe des x, c’est-à-dire à la normale. Dans le cas de 
lhyperbole, il y a en outre deux asymptotes perpendiculaires à celles de 
l’hyperbole, Et 
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en posant 
X2 + V2 X1 — A, 


La condition pour que le cercle 
(x — X}+(y—Y} — H—o 


soit tangent à la conique s'obtient en égalant à zéro le 
discriminant de la fonction quadratique 


(2Xx + 2Yy — A} — ax? — by! 
+ (x —X}+(r —Y} —4)]—o, 
ce qui donne 
(2A + 2) [AY + X2) — 42 Y1 — D X:] 
— (AA + A’) [A HA (4AXt + AY? — «7 — b:) 
— 4BPX'— 4ay + a l'] — 0, 
ou, en développant et réduisant, 
38 [A (ar + D?) 2 A1 ae Yi BrX2] M 
+ [A (are BI Arathi] 0h40; 


ou, en remarquant que À — X? + Y°— k°, et par consé- 
quent 


A(a + 61) — @Y BXI— @ XI BY? + [a + b)A, 


l'équation devient, après réduction, 





4? a X? ns. b? Y? Ce (a? Li b?) 42 —— A? k 
«? b? A! A arr. 3 a? b? A!’ À 
DS UT DAS A0 SN ES 
è 3 A a° b? TP 


ou 
y — 3BX + 3al — 1 = 0. 


L'égalité de deux racines de cette équation est la con- 
dition de tangence qui est donnée en égalant à zéro le 
discriminant de la fonction homogène du troisième de- 
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gré. On aura 


Lomme 8 Mt CR à DU U Mont 2e 


comme le trouve M. Strebor. En changeant b° en — à° 
on aurait la courbe parallèle à la podaire de l’hyperbole. 
Un procédé analogue donnera l'équation de la surface 
parallèle à la surface podaire d’un ellipsoïde. 


Question TAT 
(voir 2° série, t. IV, p. 428); 


Par M. DURANTON. 


Quelle est l'enveloppe du plan mené perpendiculaiï- 
rement à l'extrémité du diamètre d’un ellipsoïde,” 
lorsque cette extrémité décrit une circonférence ? 

(CATALAN.) 


Cette question rentre dans ce problème plus général 
que nous allons résoudre : 


Trouver l’enveloppe du plan mené perpendiculai- 
rement à l’extrémite du rayon vecteur issu d’un point 
fixe et aboutissant à une circonférence donnée? 


Nous ferons usage de coordonnées rectangulaires, l’ori- 
gine étant au point fixe et le plan de la circonférence pa- 
rallèle à celui des xy ; nous déterminerons d’ailleurs la 
circonférence par l’intersection de son plan avec la sur- 
face d’une sphère passant par le point fixe; ses équations 
seront ainsi 


(a) a+ y? + 2 — 2{ax + by + cz) — 0. 
(2) z— h—0, 


a, b, & étant les coordonnées du centre de Ja sphère. 
On aura de même pour équations du rayon vecteur, 
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À et x étant des variables, 


| æ —Àz, 


(3) (LE. 


Ce rayon rencontre la circonférence au point dont les 
coordonnées sont 
Promt UP = rt 


Comme ce point doit être sur la sphère, on a l'équation 
de condition 


(4) (+ u+i1)h— {al + bu + c) —o. 

On trouve d’autre part pour équation du plan mené 
par ce même point à l'extrémité du rayon vecteur 
(5) 1x Huy +z— h(X + p+r) —o. 


Au moyen de la relation (4) on peut, dans cette expres- 
sion, considérer À comme fonction de 4; si l’on égale à 
zéro la dérivée prise à ce point de vue, on obtient 

prise, 
Æ— 2h) = + y —2hu—o 
( hrs Tnt dl p 
ou bien 


(6) (y —2b)1— h(x—2a)p — ay — bx. 


Pour avoir l'enveloppe cherchée, il ne reste plus qu’à 
éliminer À et p entre (4), (5), et (6). Afin de faciliter, 
nous remplacerons l’une des équations (4) ou (5) par 
celle qu’on obtient en éliminant entre elles À° + p*; on 
aura ainsi 


(7) (æ—2a)1 +(y—20)p—2c—2. 
Posons, pour abréger, 


Z—24—X\, Y— 20 =71, 32—2C— 2, ay — bx = u. 
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Les équations (6) et (7) ainsi modifiées donnent 











uY, — hx,z, — (Ayiz + ur) 
de Re ne À > “Ch 
> A(Z: "Yi PACA V + Yi) 
« u? + h?z° 
2 + pu? — ; 
AMD FRET 


En substituant ces valeurs dans (4), on a, après trans- 
formations et réductions faciles, 


Gh(h— 2c)(xi+yi)+kz + u 
bx,)u + 4Ah(axiz + by:z) = 0, 


(8) 





— fa(ar, 


où il ne reste plus qu’à remplacer x,,7:, 2, et u par 
leurs valeurs. Or onpeut se dispenser de faire cetie sub- 
stitution ; il suffit pour cela de transporter les axes paral- 
lèlement à eux-mêmes au point dont les coordonnées 
sont 


(9) LT — 2404, 00 GR 2) CES 


les indices disparaissent alors dans (8) et « reste égal à 
ay — bx. L'équation de l'enveloppe cherchée devient 
ainsi 

| 4h(h— 2c) (x + y?) + A2? 


(ro) Ü  — 3(ay — bx) + Ah(axz + byz) — 0. 


Cette équation, homogène par rapport à x, y, z, est celle 
d’un cône du second degré. 


Discussion. — 1° Les coordonnées (9) du sommet, par 
rapport à l’ancienne origine, étant 24, 2 b, 2c, et celles 
du centre de la sphère, a, b, c, il en résulte que le sommet 
du cône enveloppe est diamétralement opposé au point 
fixe, sur la sphère qui passe par ce point et par la cir- 
conférence donnée. 

2° Si l’on a a—oet b—o, le point fixe est sur la 
perpendiculaire au plan de la circonférence qui passe par 
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le centre ; l'équation (10), qui devient 


A(h—2c)(x +y)+hi—=o, 


montre que le cône enveloppe est de révolution. Donc il 
est oblique, pour toute autre pôsition du point fixe. 

3° Si le point fixe est dans le plan de la circonférence, 
h— 0, le sommet s'éloigne à l'infini, de même que le 
centre de la sphère, et l'enveloppe devient un cylindre 
droit dont la section est égale à la circonférence donnée. 
C’est ce qu’on peut d’ailleurs vérifier en traitant directe- 
ment la question à ce point de vue. 


Remarque. — Pour résoudre la question selon l'énoncé 
de M. Catalan, on rapportera l’ellipsoïde à trois axes rec- 
tangulaires, dont deux soient situés dans une section cir- 
culaire diamétrale; les équations de départ seront alors 


x? + y? + m2? + 2nxz — b?— 0, 


et l’on continuera comme ci-dessus. 

Il est évident que, dans cette question, les deux hy- 
perboloïdes et le paraboloïde elliptique peuvent être 
substitués à l’ellipsoïde. 

Note. — MM. Niebylowski, O. Puel, Mercè Busco ont traité la même 
question. 


CORRESPONBANCE. 


M. Amieues, élève de l’École Normale. — « Parmi les 
méthodes de discussion de l'équation en À relative à l’in- 
tersection de deux coniques, il en est une dont le succès 
paraît aller croïssant et que je me fais un devoir de vous 
signaler, parce qu'elle me semble vicieuse. 


(14) 

» Voici en quoi elle consiste, Après avoir établi qu'on 
a toujours deux sécantes réelles communes aux deux co- 
niques, on suppose que ces deux droites sont prises pour 
axes, et, dans ce système de coordonnées, on forme l’é- 
quation f (À) —o, pour laquelle on établit dès lors très- 
simplement que toutes les racines sont réelles si les quatre 
points communs aux deux coniques sont tous réels ou 
tous imaginaires, et qu une seule de ces racines est réelle 
si deux de ces points sont réels et les deux autres imagi- 
naires. 

» Ceci est incontestable. Maïs ce qu'on se propose 
dans cette discussion, c'est d'établir que cette pro- 
priété appartient non-seulement à l'équation particulière 
FA) = 0, à laquelle donne lieu le système d’axes choisi, 
mais à toutes les équations F (1) — o qui répondent à un 
système d'axes quelconque. 

» Or les coeflicients de F (À) sont des fonctions des 
coefficients des deux coniques, et ces derniers eux-mêmes 
dépendent du choix des axes. Il faudrait done, pour com- 
pléter la démonstration, établir qu’un changement d’axes, 
tout en modifiant les coefficients et les racines de l’équa- 
tion F (À) — o, ne peut faire changer le nombre des ra- 
cines réelles de cette équation. 

.» À la vérité, si À représentait un élément géométrique, 
pas ne serait besoin de prendre cette peine; car la réalité 
de cet élément ne dépendrait que des données de la figure, 
et l’on pourrait alors, pour simplifier, prendre des axes 
particuliers. Mais ici ce n'ést pas le cas, et c’est ce que 
me paraissent m'avoir pas observé ceux qui accordent 
leur confiance à cette méthode. » 


Note du Rédacteur. — L'observation de M. Amigues 
est fort juste, et d’ailleurs il peut arriver que l’une des 
deux sécantes réelles ou toutes les deux soient à l'infini; 
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et alors, comment prendre ces deux droites pour axes? 
Voici comment on peut lever la difficulté. Soient 


P= 0; NON 
les équations des deux coniques, et 
bp à Et 25 


l'équation de l’ensemble de deux droites réelles ou ima- 
ginaires passant par les quatre points communs aux deux 
courbes. Si l’on change d’axes, ces équations deviendront 


P’ “o0, Q’ 10: P’ +1 Q — RS0, 


Or, si RS est réel, il en sera de même äe R’S'; et 
si RS est imaginaire, R’S' sera imaginaire. D’un autre 
côté, À, À seront réels ou imaginaires, selon que RS ou’ 
R'S' seront réels ou imaginaires. Donc À et d seront en 
même temps réels ou imaginaires, Par conséquent, rela- 
tivement à la réalité des racines de l’équation en À, peu 
importera le système d’axes auxquels on rapportera la 
courbe. On pourra donc prendre pour axes les deux sé- 
cantes communes réelles dont on a démontré l’existence 
quand les quatre points d’intersection sont à des distances 
finies. Le cas des points à l’infini se déduira du cas géné- 
ral par des considérations de limites. 

On pourrait encore former les trois équations analogues 
à RS — o, au moyen des coordonnées des quatre points 
d’intersection, et, sans recourir à une transformation, 
examiner successivement les résultats obtenus dans le cas 
de quatre points réels, de deux réels, de quatre imagi- 
naires ; On verrait que les trois valeurs de RS sont réelles 
dans les deux premiers cas, et qu’il yen a deux imagi- 
naires dans le dernier. P: 
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SUR LA PODAIRE D'UNE CONIQUE PAR RAPPORT 
À UN FOYER ; 


Par M. H. PICQUET, 


Élève de l’École Polytechnique. 


On sait que la podaire d’une courbe du second degré 
par rapport à l’un de ses foyers est le cercle décrit sur 
son grand axe comme diamètre; nous nous proposons 
de faire voir ici comment cette propriété donne lieu en 
quelque sorte à un nouveau mode de transformation géo- 
métrique, et comment elle permet souvent de simplifier 
un énoncé ou une démonstration. 

Cherchons, dans quelques cas, les conditions aux- 
quelles ce cercle, que nous désignerons par GC, est assu- 
: Jetti, lorsque la conique, qui d’ailleurs a un foyer fixe, 
doit satisfaire à une condition donnée. 


I. Supposons que la conique doive varier en demeurant 
tangente à une droite fixe; le cercle C variera en passant 
par un point fixe, pied de la perpendiculaire abaïssée du 
foyer sur cette droite. Comme conséquence, si plusieurs 
droites varient en restant tangentes à une conique fixe, 
cela revient à dire que les pieds des perpendiculaires 
abaïssées d’un point fixe sur ces droites restent sur un 
même cercle. 


IL. Ce cas est le plus simple. Supposons plus générale- 
ment que la conique doive rester tangente à une courbe 
fixe ©, alors le cercle € sera tangent à la podaire P de 
cette courbe par rapport au foyer de la conique. En 
effet, si nous considérons la courbe dans une position 
voisine où elle ait avec la conique deux tangentes com- 
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munes très-rapprochées, nous voyons que le cercle C et 
la podaire P auront deux points communs qui seront les 
pieds des perpendiculaires abaissées du foyer sur ces tan- 
gentes. Si la courbe devient tangente à la conique, ces tan- 
gentes viendront à coïncider et le cerele C aura avec la po- 
daire P deux points communs réunis en un seul, c'est-à-dire 
qu'il lui sera tangent. Aïnsi, si la conique doit être tan- 
gente à une parabole confocale avec elle, le cercle C sera 
tangent à la tangente au sommet de cette parabole; si 
au lieu d’une parabole on a une conique quelconque, 
confocale avec la première, le cercle € sera tangent au 
cercle ayant pour diamètre le grand axe de cette conique 
si c’est une ellipse, son axe transverse si c’est une hyper- 
bole. Réciproquement, si le cercle C est tangent à une 
droite ou à un cercle, la conique correspondante sera 
tangente à une parabole confocale ayant la droite donnée 
pour tangente au sommet, ou à une conique confocale, 
concentrique avec le cercle et ayant pour grand axe le 
rayon de ce cercle. Dans tout ce que nous venons de 
dire, il est évident que si le point de contact de la coni- 
que avec la courbe Q est donné, le point de contact du 
cercle € avec la podaire P sera déterminé; ce sera le pied 
de la perpendiculaire abaïssée du foyer sur la tangente à 
la courbe Q au point donné. : 

IIT. La conique doit passer par un point fixe A. Il en 
résulte, d’après la construction connue de la tangente à 
la podaire d’une courbe, que le cercle C sera tangent au 
cercle décrit sur AF comme diamètre, F étant le foyer de 
la conique. On voit iei qu à un cercle tangent à deux 
autres correspond une conique passant par deux points; 
ceci n'implique pas contradiction avec ce qui a été dit 
précédemment ; tout à l'heure le point F était quel- 
conque, maintenant il doit être pris à l’un des points 
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d’intersection des deux cercles donnés. De même, si le 
cercle est tangent à une droite, et si le point F est pris 
sur cette droite, la conique correspondante aura une di- 
rection asymptotique perpendiculaire à cette droite. Ceci 
se voit facilement en considérant ce cas comme une 
limite du précédent; on sait d’ailleurs que si du foyer 
d'une hyperbole on mène des tangentes au cercle ayant 
pour diamètre l’axe transverse, elles sont perpendicu- 
laires aux asymptotes. 

Comme application de cette propriété, on pourrait 
démontrer que tout cercle tangent à deux autres coupe 
orthogonalement un de leurs cercles bissecteurs, c’est-à- 
dire un des deux cercles qui passent par leurs points 
d’intersection et sont tangents aux bissectrices de l’angle 
sous lequel ils se coupent. Mais ceci est plus évident 
si l’on emploie la transformation par rayons vecteurs 
réciproques, en prenant pour pôle de transforma- 
tion l’un des points communs à deux cercles et à leurs 
cercles bissecteurs. On pourrait ensuite tirer de là la 
construction du cercle tangent à trois cercles donnés, 
mais elle serait aussi compliquée que les constructions 
connues. 


IV. Si la conique doit avoir pour demi grand axe une 
longueur donnée, le cercle C aura cette longueur pour 
rayon. 


V. Si le cercle € doit couper un autre cercle C’ sous 
un angle donné, alors la conique correspondante au cer- 
cle € rencontrera la conique correspondante au cercle C’ 
de telle façon que les points de contact d’une tangente 
commune soient vus d'un foyer commun sous l’angle 
donné ou sous un angle supplémentaire. En effet, con- 
struisons les deux coniques confocales, une tangente com- 
mune M’M” et les cercles correspondants ; soient F le 


10. 
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foyer commun, Fer F/ les autres foyers, O et O, les 
centres ; soit M un point d’intersection des cercles, pied 





de la perpendiculaire abaïssée du point F sur la tangente 
commune M'M/; joignons M'F’ et M’F/; ces droites se 
rencontrent en [sur MF, car si l’on prend IM — MF ei 
si l’on joint IF” et IF”, ces droites passent respective- 
ment par les points de contact d’après la théorie des 
foyers ; donc 
IM — MF; 
par suite, 
FA A A De Ne 
M'EM—M'IM et M’FM — M’IM; 
ajoutant, 
P pbidis 7 ie 
M'FM’—M'IW’ ; 
oignons MO, MO, , ces droites sont parallèles à IF", IF”, 
donc 
EAP AN TS 4h: Se 
MAMS==0N0;:=MFEDIX, 
Or OMO,; est supplémentaire de l'angle sous lequel les 
cercles se coupent ; donc.…., etc. C0Q MER 


La démonstration serait la même s1 les deux coniques 
n'étaient pas des ellipses. 
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On peut énoncer ce résultat en disant : 

L'angle sous lequel on voit, du foyer commun de 
deux coniques confocales, les points de contact d’une 
tangente commune est égal à l’angle sous lequel se cou- 
pent les cercles décrits sur leurs grands axes respectifs 
comme diamètres. 


Ce qui démontre en mème temps la réciproque de ce 
que nous avions avancé. On voit qu'en particulier, si 
l’angle donné est nul, les coniques seront tangentes, 
ce que nous savons déjà. 

Comme application, supposons qu’une série de coni- 
ques confocales soient disposées de telle sorte que les 
points de contact d’une tangente commune à chacune 
d'elles et à une autre conique fixe confocale avec elles 
soient vus du foyer commun sous un angle droit, alors 
les cercles correspondants à toutes ces coniques coupe- 
ront orthogonalement le cercle correspondant à la coni- 
que fixe, c'est-à-dire qu'ils auront tous même centre ra- 
dical, le centre de la conique fixe. 


VI. Si la conique doit avoir pour centre un point 
donné, le cercle C aura pour centre le même point. Cette 
propriété permet de trouver un grand nombre de lieux 
de centres de coniques confocales, assujetties à deux au- 
tres conditions, le foyer commun étant donné. Nous sa- 
vons, par exemple, que le lieu des centres des cercles 
iangents à deux droites se compose des deux bissectrices 
de leur angle ; le lieu des centres des coniques correspon- 
dantes sera le même; les cercles étant tangenis à deux 
droites, les coniques correspondantes seront tangentes à 
deux paraboles dont les droites dénnées seront les tan- 
gentes aux sominets ; donc : 

Le lieu des centres des coniques ayant un foyer com- 
mun et tangentes à deux paraboles confocales avec 
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elles se compose des deux bissectrices des tangentes aux 
sommets de ces paraboles. 

On peut ainsi trouver un grand nombre d'énoncés : 
nous en citerons quelques-uns. 

Le lieu des centres des coniques ayant un foyer com- 
mun, tangentes à une conique confocale et ayant un 
grand axe donné, se compose de deux-cercles concen- 
triques à la conique et ayant pour rayon le grand axe 
de cette conique augmenté ou diminué du grand axe 
donné. 

Le lieu des centres des coniques ayant un foyer com- 
mun F'et qui passent par deux points À et B se compose 
de deux coniques homofocales ayant pour foyers Les mi- 
lieux de FA et de KB, savoir : une ellipse ayant pour 


grand axe = (FA + FB), et une hyperbole ayant pour 


1 
axe transverse — (FA —VB). 
2 


Nous aurions ainsi presque tous les lieux de centres de 
coniques confocales assuJetties à deux autres conditions. 


VIT. Les principes précédents peuvent s’appliquer à la 
transformation par la méthode des polaires réciproques. 
Supposons en effet que l’on aït à transformer un énoncé 
dans lequel entrent plusieurs cercles; la transformation 
ordinaire par rapport à un cercle donnera des coniques 
confocales jouissant de certaines propriétés qui seront 
les transformées de celles des cercles donnés. Au lieu 
d'introduire ces coniques dans le nouvel énoncé, il sera 
en général plus élégant d'introduire les cercles décrits 
sur leurs grands axes comme diamètres, lesquels satisfe- 
ront à certaines conditions résultant de celles qui sont 
imposées aux coniques correspondantes et qu'on pourra 
souvent déduire de ce qui précède. Prenons un exemple : 
on sait (Nouvelles Annales, t. XIX, p. 234) que le 
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cercle circonscrit à un triangle conjugué à une conique 
a pour puissance par rapport au centre de la conique la 
somme des carrés de ses demi-axes, c’est-à-dire que tous 
les cercles analogues ont pour centre radical commun le 
centre de la conique. Transformons cet énoncé par rap- 
port à un pôle de transformation quelconque : nous au- 
rons une conique, ses triangles conjugués et la série des 
coniques inscrites dans ces triangles et ayant le pôle 
de transformation pour foyer; ces coniques seront telles, 
que les points de contact de leurs tangentes communes 
avec une conique fixe confocale (polaire du cercle coupé 
orthogonalement par tous les autres) seront vus du foyer 
commun sous un angle droit, donc leurs cercles corres- 
pondants auront mème centre radical (V). En outre, les 
cercles correspondants sont parfaitement définis : ce sont 
les cercles passant par les trois pieds des perpendicu- 
laires abaissées du foyer commun sur les côtés de chaque 
triangle conjugué. On a donc cet énoncé : 

On donne sur un plan une conique et un point fixe ; 
on abaisse de ce point des perpendiculaires sur les trois 
côtés d’un triangle conjugué à la conique, et par les 
pieds de ces perpendiculaires on fait passer une circon- 
férence. Pour chaque triangle conjugué à la conique on 
décrit ainsi une circonférence; toutes ces circonférences 
ont le même centre radical. (MannuEIM.) 

Ainsi se trouve résolue la question 744 (1. IV, p. 430). 

Pour donner un autre exemple, nous savons que le lieu 
des points d’où l’on voit une conique sous un angle droit 
est un cercle; ensuite nous avons démontré (voir le jour- 
nal l’Institut du 20 décembre 1865) qu'il existe deux 
points dans le plan de tout quadrilatère, d’où l’on voit 
sous un angle droit chacune des coniques qui lui sont 
inscrites ; en d’autres termes, les cercles analogues pour 
toutes ces coniques ont mème axe radical. Transformant 
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ces énoncés d’après ce qui précède, nous aurons les sui- 
vants : 

Le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées d’un 
point sur les droites qui interceptent dans une conique 
des cordes vues de ce point sous un angle droit est un 
cercle. Si la conique varie en passant par quatre points 
fixes, tous les cercles ainsi obtenus ont méme axe 
radical. 


L'idée fondamentale est done de remplacer dans un 
énoncé une conique, polaire réciproque d’un cercle, par 
son cercle correspondant. Ainsi le cercle À, lieu des 
points d’où l’on voit une conique sous un angle droit, se 
transforme en un autre défini par lénoncé précédent, 
et comme c’est lui qui coupe orthogonalement tout cercle 
circonscrit à un triangle conjugué à la conique, il en 
résulte que dans la question 744 le centre radical dont 
nous avons démontré l’existence est le centre du cercle 
lieu des pieds des perpendiculaires abaïssées du point 
donné sur toutes les droites interceptant dans la conique 
donnée des cordes vues de ce point sous un angle droit. 
Il est assez curieux de voir par cette méthode des eereles 
qui ont même centre radical se transformer en des cercles 
jouissant de la mème propriété : c'est ce qui explique 
l'utilité du & V. Si l'axe radical était commun, la même 
chose aurait lieu, la propriété se conserverait. D'ailleurs 
cette nouvelle espèce de transformation est réciproque; 
car, si après avoir transformé un cercle en un autre, on 
veut transformer à son tour ce dernier, on retombe 
sur le premier. 


VIII. Il est aisé de voir que les considérations précé- 
dentes peuvent s'étendre au cas de l’espace. Il suflit de 
remplacer les coniques confocales par des surfaces du 
second degré de révolution ayant un foyer commun, et 
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les cercles par des sphères. Ainsi obtient-on les énoncés 
suivants : 

Le lieu des centres des surfaces du second degré de 
révolution ayant un foyer commun et tangentes à deux 
paraboloïdes de révolution confocaux avec elles se com- 
pose des plans bissecteurs des plans tangents aux som- 
mets de ces paraboloïdes. 

Le lieu des centres des surfaces du second degré de 
révolution ayant un foyer commun, tangentes à une 
autre confocale avec elles, et ayantun grand axe donné, 
se compose de deux sphères concentriques à la surface 
donnée et ayant pour rayon le grand axe de cette sur- 
Jace augmenté ou diminué du grand axe donne. 

Le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées d’un 
point sur les plans qui coupent une surface du second 
degré suivant des courbes bases de cônes. équilaières 
(A+ A+ A’—o) ayant pour sommet ce point, est 
une sphère. Si la surface varie en passant par huit points 
fixes, toutes les sphères ainsi obtenues ont méme plan 
radical; si la surface varie en passant par sept points 
fixes, elles ont méme axe radical. 

On donne une surface du second degré et un point, 
on abaïsse de ce point des perpendiculaires sur les quatre 
Jaces d'un tétraèdre conjugué à la surface, et par les 
pieds de ces perpendiculuires on fait passer une sphère. 
Toutes les sphères analogues ont méme centre radical, 
qui est le centre du cercle lieu des pieds des perpen- 
diculaires abaissées du point donné sur les plans qui 
coupent la surface donnée suivant une courbe base d’un 
cône équilatère ayant pour sommet le point donné. 


IX. Les mêmes considérations permettent de résoudre 
les questions 797 et 738. Soient en eflet un cercle et un 
point H fixe : nous allons démonirer que tous les triangles 
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qui sont inscrits dans le cerele et qui ont ce point pour 
point de rencontre des hauteurs enveloppent une même 
ellipse ayant un foyer en H et l’autre foyer au centre du 
cercle, si le point H est à l’intérieur du cercle. Il suffit 
de faire voir que le lieu des pieds des perpendiculaires 
abaissées du point H sur les trois côtés du triangle est un 


Fic. 2. 








cercle; en effet, soit ABC un de ces triangles : ces trois 
pieds A’, B’, C’ seront les pieds des hauteurs, et le cercle 
qu'ils définissent sera évidemment le même pour tous les 
triangles, car le point A’ est le milieu de HE et le lieu de 
ces milieux est un cercle dont le centre est au milieu [ de 
HO. L’enveloppe des côtés du triangle est donc une 
ellipse ayant un foyer en H, son centre en I et l’autre 
foyer en O : par conséquent, le cercle O est le cercle direc- 
teur de cette ellipse, puisque chacun de ses points s'obtient 
en abaissant du foyer H des perpendiculaires sur les tan- 
gentes à l’ellipse et les prolongeant d’une quantité égale 
à elles-mêmes. Nous avons donc le centre, les foyers et 
le grand axe de l’ellipse. Nous voyons en outre que si un 
triangle est à la fois circonscrit à cette ellipse et inscrit 
dans son cercle directeur, il aura nécessairement le point 
H pour point de rencontre des hauteurs; soit en effet A” 
un des points de contact, joignons OA/ et abaissons EA’ 
perpendiculaire sur CB; cette droite passera par l’autre 
foyer qui séra symétrique de E par rapport à CB ; comme 
il en est de mème pour les autres côtés du triangle, ce 
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foyer se confond avec son point de rencontre des hauteurs, 
Ces deux questions ont une autre signification géomé- 
trique. Nous savons en effet : 

1° Que lorsqu'on peut placer sur un cône du second 
degré un trièdre trirectangle, on peut en placer une 
infinité. 

En transformant cet énoncé par la théorie des polaires 
réciproques, on arrive au suivant : 

2° Lorsqu'on peut circonscrire à un cône du second 
degré un trièdre trirectangle, on peut lui en circonscrire 
une infinité. | 

On a souvent attribué indistinctement à ces deux es- 
pèces de cônes la dénomination de cônes équilatères, 
parce que pour les premiers la somme des coeflicients 
des carrés des variables est nulle, et pour les seconds la 
somme des carrés des axes. Il nous semble qu’on peut les 
distinguer en appelant les uns cônes équilatères de pre- 
mière espèce, les autres cônes équilatères de seconde espèce 
(voir l’Institut du 20 décembre 1 865). Cela posé, considé- 
rons un cône appartenant à la première espèce, dont S soit 
le sommet, et coupons-le suivant un cercle; si l’on prend 
sur ce cercle trois points À, B, C correspondant aux arêtes 
d’un trièdre trirectangle, le triangle ABC variera en res- 
tant inscrit dans le cercle, et il est facile de voir qu'il con- 
servera toujours le même point de rencontre des hau- 
teurs H, projection du pointS sur le plan du cercle; done 
ses côtés envelopperont une ellipse ayant pour foyer le 
point H, et le cône ayant cette ellipse pour base et le 
point S pour sommet appartiendra à la seconde espèce 
(dont l'existence serait démontrée par là mème si nous 
ne la connaissions pas déjà), et aura la ligne SH pour 
ligne focale, puisqu'une section perpendiculaire à SH a un 
foyer en son point d’intersection avec cette ligne. Donc 
ces deux cônes, qui ont mème sommet, sont tels, que les 
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plans cycliques du premier sont perpendiculaires aux 
lignes focales de l’autre, et cetie propriété est réciproque 
parce qu’alors les cônes sont supplémentaires, ce qui est 
d’ailleurs évident sur la figure, car l’arête SA” de Pun 
est évidemment perpendiculaire à l’arête SA de l’autre. 

Donc : | 

Lorsqu'un trièdre trirectangle se meut de facon que 
ses arêtes engendrent un cône du second degré, ses 
faces enveloppent un autre cône supplémentaire du 
premier. 

Ces deux cônes sont équilatères l’un d'une espèce, 
l’autre de l’autre. Puisque les plans cycliques de l’un 
sont perpendicnlaires aux lignes focales de l’autre, en 
transportant l’un d’eux parallèlement d’une façon con- 
venable, on pourra toujours s'arranger de manière qu'une 
section convenable de l’un d’eux soit la courbe polaire 
réciproque de l’autre par rapport à une sphère qui aurait 
son centre au sommet du premier (vor les Recherches 
de Géométrie pure de M, Chasles, Mémoire publié à 
Bruxelles, en 1829). C’est ce qui explique encore pour- 
quoi la théorie des polaires réciproques permet de tirer 
les propriétés de l’un de ces cônes des propriétés de 
l’autre. 
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PROPRIÈTÉS FOCALES 


des coniques passant par quatre points et des surlaces de révolution 
du second degré passant par elnq points; 


Par M. RECOQ (*). 


1"Æ710es coniques passant par quatre points. 


1. Taéorème I.— Lorsqu'une conique passe par quatre 
points donnés À;, À:, À, À;, il y a une relation linéaire 
et homogène entre les distances di, 0:, 03,0, d’un foyer 
à ces quatre points. Cette relation estiren appelant 
Si, Se 95,9, les surfaces des quatre triangles À, À, À 
A,A,A,,etc., 


D A0 TD De D 0e Le 0, —— O. 


#9 


En exprimant que l'équation 
ea) + (7 — 8 (me + 0 + PP 


est vérifiée par les quatre points donnés (x, 1}, (X2, yo), 
(ts, 73) (xs, 74), on a 








MX, + AY; + De Vi a) (ni — BF = +0, 





mi nya p = EVE — a) + (rm Bf= Ho, 





MXs + 2Y3 + p = Viz, 





a }? PPT Det 10 


DRM TVA SE D — AS a & }” y (V3 — ue Ge 





(*) Ce travail est le dernier d’un jeune homme qui donnait de belles 
espérances. M. Recoq, lauréat du concours général des colléges des dé- 
partements, reçu à l’École Polytechnique et à l’École Normale, ayant opté 
pour cette dernière, est mort le 21 février 1866 à Montpellier. 
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d'où, éliminant m, n, p, 


JANET, z] 
cr 01 T  Z2 Ya 





65 ‘1 AN PS Fy# 
LRO Ie MP: 
ou 
LUS Mu COS 2 UNE d'ulte à di 
DT eV Ÿs | de LP | 
KO TINUPE | AD FO 
| Late | EX 5 1 Ni 
6 LE RU | id, M, rs don 
| 1 ZX Ya | F;, fsiXe 


Les quatre déterminants qui sont en évidence repré- 
sentent au signe près 28;, 25:, 2S;, 2S,, et l’on a 


(1) Side Sr S 0 EST "0 


Remarque. — Cette relation représente le lieu des 
foyers des coniques passant par quatre points, en prenant 
pour coordonnées les distances d’un point quelconque du 


lieu à ces points. Ce lieu a pour équation en coordonnées 
rectilignes 


NEA TOP ES VE CO 





LS, (= + D PES Ve) + 0e. 


Il est du sixième degré (*), car une droite à l'infini 
renferme six foyers, puisqu'il passe deux paraboles par 
quatre points et que chacune d'elles a trois foyers à l’in- 
fini. (Voir Cremonwa, 2° série, t. III, p. 23.) 








(*) Cependant, quand on chasse les radicaux, on à une équation du 
quatrième degré. Pa 
1 g 
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Les axes des deux paraboles qui passent par les quatre 
points sont deux directions asymptotiques. Les quatre 
points donnés sont quatre foyers (*) de la courbe. La 
transformation par rayons vecteurs réciproques n’altère 
pas la forme de l'équation (1). 


dvCas particuliers. — 19%Si les quatre points sont les 
sommets d’un parallélogramme, on a 


8,8, —S—S,, 





et il vient, dans le cas de l’ellipse, 

(2) di — 02 + O3 — d — 0; 
dans le cas de l’hyperbole, 

(3) DOS pla, Sep 


en supposant que À,, À; sont deux sommets opposés. On 
le voyait à priort. 

2° En supposant que l’un des points soit le point de 
concours des hauteurs du triangle formé par les trois 
autres, la conique devient une hyperbole équilatère ; 
dans ce cas l’énoncé précédent se modifie ainsi : 

Lorsqu'une hyperbole équilatère est circonscrite à un 
triangle, il y a une relation linéaire et homogéne entre 
les distances d’un foyer aux trois sommets et au point de 
concours des hauteurs. 

Cette relation est, en appelant T la surface du triangle 
et D la distance du foyer considéré au point d’intersection 
des hauteurs, S,, S,, S, les surfaces des triangles ayant 
pour sommet ce même point et pour bases ne côtés du 
triangle, 


(4) She dd:E EiSits = UID} 


panne stars ememceemapéarént 








re 


(*) J’appelle forer dans une courbe le centre d’un cercle bitangent de 
rayon nul. 
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Elle représente le lieu des foyers des hyperboles équila- 
tères circonscrites à un triangle. 
Si le triangle est équilatéral, on a 


01100 








Donc : Lorsqu'une hyperbole équilatère est circon- 
scrite à un triangle équilatéral, la distance d’un foyer 
au centre est une moyenne algébrique entre ses s distances 
aux rois sommets. 

3° On peut se demander ce que devient la relation 
générale quand l’un des points, À, par exemple, s'éloigne 
à l'infini suivant une direction donnée. Cette relation 
devient, en appelant 4, a, a, les côtés du triangle fixe, 
lesquels servent de base à trois triangles ayant pour som- 
met commun À,, et dont nous appellerons les hauteurs 
his th, 


AM h, d, sea 16 (4) h: es (AA k, d, a Se d, E O0, 
ou 


he h, 
Agnes Fa. ET a med 


Fa h 
d,” d, 
vers sin @, Sill@o, Sins; C1, @o, Étant les angles des côtés 
du triangle A, À, A; avec la direction fixe, et par suite, 
en appelant A;, A:, A, les projections des côtés de ce 
triangle sur une perpendiculaire à la direction.fixe, et 


h; 
Or il est facile de voir que les rapports <> —; 5 tendent 


posant S, —S, on a 
Te ANTON EMANE, PEAR 09 


4° Si deux des points A,, À, vont à l'infini suivant deux 
directions déterminées, on a 


D LÉtAORENIONSt., 
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la constante étant affectée de deux valeurs qui sont l’une 
réelle, l’autre imaginaire, quand les points AÀ;, À, sont 
réels. Ainsi : le lieu des foyers des coniques semblables 
semblablement placées à une conique donnée:et passant 
par deux points fixes (réels) se compose de deux coniques 
(l’une réelle, l’autre imaginaire) ayant pour foyers ces 
deux points. 


3. J’appelle distance d'un point à un cercle la longueur 
de la tangente issue de ce point, et je considère non plus 
un cercle bitangent de rayon nul, mais un cercle bitan- 
gent de rayon r. En partant de l'équation 


(æ—a)} + (y —$B}— 7 = (mx + ny +p}, 
on arrive, comme précédemment, à la relation 
S, DIT S; ds: MR Sx d 20, 


OÙ di, de, 03, 0, sont les distances des points donnés au 
cercle bitangent; mais si l’on imagine quatre cercles de 
rayon r, ayant pour centres les quatre points, on voit 
que les distances du centre du cercle bitangent à ces qua- 
tre cercles ne sont autres que les distances d:, d,, ds, d,. 
Donc : | 


TaéoriMe II. — Étant donnés une conique passant 
par quatre points et un cercle bitangent de rayon r, il 
y a une relation linéaire et homogène entre les distances 
du centre de ce cercle à quatre cercles fixes de rayon r 
ayant pour centre les quatre points donnes. Cette rela- 


tion est 
S, D) 010 Se des, d == 0: 


Elle représente le lieu du centre du cercle bitangent de 
rayon r quand la conique varie. Ce lieu est tangent 
à chacun des quatre cercles fixes au moins en deux 
points. 


Ann. de Mathémat., 2€ série, t. V. (Avril 1866.) [1 
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4. La relation (1), qui existe entre les rayons vecteurs 
d'un point quelconque du lieu des foyers des coniques 
circonscrites à un quadrilatère, est aussi la relation entre 
les cosinus des angles de la tangente en ce point avec les 
mêmes rayons vecteurs. Ainsi l’on a 


S, cos, ES, cos 0, ES, cos6, ES, cos0, = 0, 
L& ? La r . 
et, plus généralement, si une courbe a pour équation 


M0 + Made +, + md =K, 


on à 
mm, COS 0, + m:COS 0 + :..+ m,COS0, = 0. 


En effet, si l’on rapporte la courbe à deux axes rectan- 
eulaires. et si l’on appelle & l’angle de la tancente avec 
8 ; PP $ S 
l’axe des x, on a, puisque 





Pi (a — 2x) + (y — 79); à 


Æ — X; T — TL) LT — Th 
MN —— © + M —— +... + M — 
o, 2 dn 


, 
ri Nr ia RTE 
;, + ÿ, En ve D À | den mL 41 ps 





tangaé — — 
mi 


ou, en désignant par f,t:,... les angles que font avec 
l'axe des x les distances d,, de,..., 


sin & M, COS + Ma COS +. + MnCOSUn 
COSG MiSiNU, + MSN +: . + Ma SIN 








tanga — 
où 


mi COS (@ — pu) + mCOS (a — pa) +... + Mn COS (x — p,) — 0, 
c'est-à-dire 
M, COS, + Ma3COS 0 + ...+ Mm,CO0S0, — 0. 


Cette formule fournit une construction de la tangente 
en un point quelconque de la courbe, Je me bornerai au 
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cas des équations 


ù 


d, "DH d, — d, — 0, dd 6), = 0; 


qui représentent le lieu des foyers des ellipses et des hyper- 
boles circonscrites à un parallélogramme. (La composi- 
tion du concours de l'Ecole Normale en 1864 consistait 
en partie à trouver ce lieu.) On a dans ce cas 


cos 0, — cos, + cos8, — cos0, — 0, 


cos 0, + cos 0, — cos, — cos0, — 6, 


d’où l’on déduit la construction suivante : 

Pour construire la tangente en un point quelconque M 
de la courbe lieu des foyers des coniques circonscrites à 
un parallélogramme, décrivez avec un rayon arbitraire 
un cercle ayant M pour centre, cherchez le centre des 
moyennes distances du quadrilatère qui a pour sommets 
les points d’intersection du cercle avec les rayons vecteurs 
du point M directs pour deux sommets oppôsés, où adja- 
cents inverses pour les deux autres, et la droite qui join- 
dra le point M à ce point sera la normale. 

Cette construction n’est d’ailleurs qu'un cas particulier 
d’une construction beaucoup plus générale donnée par le 
marquis de L’Hôpital, lorsque la courbe considérée a une 
équation quelconque 


FN EAN 
La simplification qui se présente 1c1 provient de ce que 
les coefficients de l’équation différentielle ont des valeurs 


constantes qui sont précisément M3, Mass ess Mns (our 


Pauz Serrer, Meéth. en Géom., p. 64.) 


IT. — Des surfaces de révolution du sccond degré 
passant par cinq points. 


1. Taéorème 1. — Lorsqu'une surface de révolution 
passe par cinq points donnés À, A,,Â3,A;,A3,u y a une 


IT'S 
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relation linéaire et homogène entre les distances d'un 
foyer à ces cing points. Cette relation est, en appelant 
Vi, Vs, Vs, Vi, Vs les volumes des cinq tétraèdres 


A, A3A,AÂ5 A,A:A,A:, Aj As Aa, 
V, Mari: © Peru Va d3 Vi DIT Vi dé0 
On a, en considérant l'équation 


(x — a} + (y — BP+ (2 — 9 = (mx + ar ps Faq} 











mr, + ryi+pa+g—=ÆEV( (ri —«) +1 — : + (z— y)—=Z<E,, 
Ms + RAVa + P2+ gi (x — a} +(y3— Hey) ZE» 
MX + RYa+ pr; += EV (x; — dE + (Ys— 4 + (2—7)—= Hd, 
ma ny + pa += ÆEV (re à) + BY (ay) = Ed, 
Éd ndmien 2 ns B}+ {2 —7)— Ed; 
d’où, éliminant m, n, p, q, 
re mn A re 
En ee PURES PUR PRE UE À 
se 0) VAR AL ADS ARRET 
“rs d OS A, 
| cam bel dd ua AN À 
c'est-à-dire 
1 Zi: Jr 2 l'T 2 ys 25 | BETR IE 
3, I LT; s# Z3 ar ÿ, | I T; 5) A: Z; sa 5, I Ti, ENS Z; 
I T, Va 3; | | I ZT; 128 35 I JA 2: 
1 Tr, He Zs | I ZT: Sr 3; I Tr, Ÿ2 Zo 
LAON ST ZS 1225705 8 
riz z XL ŸY 
rs dr 41e 2 ie 1 Xp Ya Zi ss 
I Lo Va 22 L'ile) 
I La J'3 3; I TT; D T4 
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ou 


(x) VS, Vi dE Vi dE Vid, ÆE V8, — 0. 


Remarque. — Cette équation représente le lieu des 
foyers des surfaces de révolution passant par cinq points. 

2. Quatre points suffisent pour établir une relation 
entre les distances lorsqu'ils sont dans un même plan, 
car en prenant ce plan pour plan des xy on a 


ML + RYi + 9 = 


A 


ML + RY2 + 9 = rs 


(2) 


ME + RYs+ 9 = ds 


+ 


MX + NY + q = de 


Le nombre des relations se réduit à quatre et le nombre 
des paramètres à trois. En éliminant m, n, q, il vient 


(3) SDS P0: 2 SP IS AD ic 


Il y a plus : examinons le cas où la surface de révolu- 
tion représente un cône, les deux foyers se réunissent au 
sommet et les deux plans directeurs se confondent en un 
plan unique mené par le sommet; on a 


(4) max +n$+py+q—=o. 


En joignant cette relation aux relations (2), on aurait, 
si on éliminait m,n,p, q, le lieu des sommets des cônes de 
révolution passant par les quatre points ; mais comme les 
équations (2) ne contiennent pas p, l'élimination est in- 
dépendante de la relation (4), en sorte que le lieu des 
sommets se trouve représenté par l’équation (3). Donc : 

Le lieu des sommets des cônes de révolution, passant 
par quatre points situés dans un même plan, est iden- 
tique au lieu des foyers de toutes les surfaces de révolu- 
tion satisfaisant aux mêmes conditions ; il y a une relation 
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linéaire et homogène entre les longueurs des génératrices 
aboutissant aux quatre points. 
La surface (3) admet les sections circulaires 


USA She, (SSH, —o, | SES, — 0, 


‘ 


Sid, San 0n Sad Sd 42.0) vue l. S2 02 S40e 00. 


3. Considérons cinq points dans un même plan, au- 
quel cas la Surface devra passer par une conique fixe; il 
faut, si l’on prend le plan des cinq points pour plan 
des x, y, joindre aux relations (2) la relation 


Mmes + nYs + q — Ed, 
et, si la surface doit représenter un cône, y Joindre aussi 
main DELAO ET EEE 


Mais, comme tout à l’heure, cette dernière relation 
reste étrangère à l’élimination, en sorte que le lieu des 
foyers de toutes les surfaces de révolution, passant par 
une même conique, est identique au lieu des sommets des 
cônes de révolution menés par la même conique, et l’on 
sait que ce dernier lieu est formé des deux coniques 
(réelles ou imaginaires) lieu des foyers dans l’espace de 
la conique donnée (*). 

En même temps se trouve démontré ce théorème de 
M. Ch. Dupin : Le cône qui a pour sommet un foyer 
d'une surface de révolution, et pour base une section 
plane quelconque, est de révolution. 

On voit aussi qu'une conique et le lieu de ses foyers 
dans l’espace jouissent de cette propriété réciproque, 
qu'il y a une relation linéaire et homogène entre les dis- 





(*) Ces deux coniques sont l’une réelle, Pautre imaginaire, quand la co- 
uique proposée est réelle. 
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tances de quatre points (pris sur la mème courbe) fixes 
de l’un à un point quelconque de l’autre. 


4. La circonstance précédente se présentera toutes les 
fois qu’une surface de révolution, passant par trois points 
fixes, aura l’un de ses foyers fixe, c'est-à-dire que cette 
surface sera assujettie à passer par une conique fixe. En 
effet, le plan des troïs points coupe la surface suivant une 
conique satisfaisant à cinq conditions, puisqu'elle passe 
par trois points fixes et qu’elle est bitangente à un cercle 
fixe, qui est un petit cercle de la sphère focale fixe. Ces 
conditions déterminent, comme il serait facile de le voir, 
quatre coniques ; et, par suite, toutes les surfacesde révo- 
lution passant par trois points et ayant un foyer fixe peu- 
vent être classées en quatre séries correspondant aux 
quatre coniques. En rapprochant ce résultat de ce qui 
précède, on voit que : 

Lorsqu'une surface de révolution passe par trois points 
fixes et a un foyer fixe, le lieu de l’autre foyer se com- 
pose de huit coniques situées dans des plans perpendi- 
culaires au plan des trois points. 


9. Tous ces résultats peuvent se généraliser en consi- 
dérant dans une surface de révolution, non plus un foyer, 
mais une sphère inscrite de rayon r ; la distance du foyer 
à l’un des points fixes sera remplacée par la distance du 
centre de la sphère tangente à des sphères de même rayon 
décrites des points fixes comme centres. 
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SOLUTION DE QUESTIONS 
PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES. 


a ——— 


Question 736; 


: Par M. H. VIOLLAND, 


Élève de l’École Normale. 


Soient M un point d'une courbe et M, le point cor- 
respondant de sa transformée par rayons vecteurs réci- 
proques par rapport à un point O; n, n; les longueurs 
des normales à ces deux courbes comprises entre les 
points M et M, et une perpendiculaire à OM menée par 


le point O; enfin p et p; les rayons de courbure aux 
points M et M,. On a 


n n 
+ 
(NicocaïnEs.) 


Soient r, 7; les rayons vecteurs des deux points; la 
longueur n de la normale au premier point est 


vo dr 2 
(= r = . 
d0 
Le rayon de courbure p au même point est donné par la 


formule 
È dr \? 1 
[” “ ea | 


ts do 2 dr 7 
Mr Nes 
É PT: ae 
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| done 

; dr \? dr 
7: = pu css 
Etes pére CESR 


kB: PET 
er a 





7 4 
Pour trouver —; remarquons que les deux points 
Pi 
étant transformés par rayons vecteurs réciproques, 





Æ? 
He 
: 
Différentiant deux fois 
Are. Ur 
AO 77 407 
dr é DA CRT "Ar 
d8? rs | db r? dQ? 
CTI T: 


par leurs valeurs 





remplacant les quantités r,,. —; 

Es À 1 40° d6 
dans l'expression de la normale et du rayon de courbure 
au point M, on trouve, toutes réductions faites, 


# dr 
HAE 
ñ d0? 


DATE At 
d9 





donc 
p.14 a T0) (3) 
n A, do … 
P Pi LEE Es c in 
d) 


OMNQUES D: 


Note. — Solutions analogues par MM. Bauquenne, candidat à l'École 
Normale; Cornu, Richard, élèves de l'Ecole Normale; Mirza-Nizam; F. 
Richard, Lerosey et Chambard, élèves du collése Chaptal; Ribaucourt, 
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Grassat, élèves de l'École Polytechnique; Mercé Busco ; M. Joseph Sacchi, 
professeur à Milan. M. Albert Parel remarque qu’il suffit de démontrer 
la question pour deux cercles. Démonstration géométrique, par les li- 
mites, par M. Niewenglowski, élève de l’École Normale. M. Fouret, élève 
de l'Ecole Polytechnique, démontre la proposition en s'appuyant sur ce 
que si C et C, sont les centres des deux cercles, N et N, les extrémités des 
uormales et I le point de rencontre des normales, le rapport anharmo- 
nique des points N, M, C, L'est égal au rapport anharmonique des points 
N,,M,,C, I, et, qu'en outre, les normales sont également inclinées sur 
les rayons vecteurs. Par une autre démonstration, il trouve que sis ets, 
sont les angles de contingence en M et M,,ona 


ee, — 240. 
Pour le cas d’un point double d’une anallagmatique, on a 


I 2 

+ — = —--: 

dÉRHMES 
A l’occasion de la même question, M. Chemin, aussi élève de l’École Poly- 
technique, cherche les relations qui existent entre les arcs et les rayons 
de courbure de deux courbes dont l’une est la podaire de l’autre. Il 
trouve ainsi, en deux points correspondants, 


r 1 2 
ds’ = - ds, ——-— ‘6 
r mn 
les lèttres accentuées se rapportent à la podaire. F# 


Questions FOoTRa DOS 
(voir 2° série, t. II, p. #18); 


Par MM. DELAUNAY Tr DE VIARIS, 


Élèves du lycée Saint-Louis. 


HO 10 peut inscrire à un cercle donné une infinité 
de triangles dont les hauteurs se croisent en un point 
donné. Trouver, par la Géométrie, la commune enve- 
loppe des côtés de ces triangles. 


Lemme. — S: du point de rencontre des hauteurs d’un 
triansg le on abaisse des perpendiculaires sur les côtés et 


qu'on prolonge chacune d'elles d’une quantité égale à 


L 
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elle-méme , les points ainsi obtenus sont sur le cercle 
circonscrit au triangle. 

Démonstration facile. 

Soit G le centre du cercle et H le point donné. Me- 
nons du point H une sécante quelconque, rencontrant la 
circonférence aux points À et P. Au milieu de HP, éle- 
vons une perpendiculaire à cette ligne qui rencontre la 
circonférence aux points B et C: d’après le théorème 
précédent, le triangle ABC répond à la question. Il y en 
a donc une infinité. 

Joignons OP, soit M le point d’intersection avec le 
côté BC; si nous menons HM, le lemme précédent nous 
donne OM + MH = OM + MP = R. De plus, BC fait 
des angles égaux avec les droites MO, MH; donc BC en- 
veloppe l’ellipse qui a pour foyer les points O et H et le 
cercle donné pour cercle directeur. 


138. Une elüipse et l’un de ses cercles directeurs étant 
traces, il existe une infinité de triangles simultanément 
inscrits au cercle et cirecnserits à l’ellipse; le point de ren- 
contre des hauteurs est le méme pour tous ces triangles. 


Cette question est une réciproque de la précédente. 
Soit O le centre du cercle directeur, H l’autre foyer de 
l’ellipse. Menons une tangente quelconque à l’ellipse ; 
soient B et C les points où elle rencontre la circonfé- 
rence. Du foyer H abaissons une circonférence sur BC et 
prolongeons-la d’une quantité égale à elle-même. D’après 
une propriété connue du cercle directeur, le point P ainsi 
obtenu est sur ce cercle, soit A l’autre point où elle ren- 
contre la circonférence. Dans le triangle ABC, AHP est 
une hauteur d’après le lemme précédent, et le point 
de rencontre des hauteurs de ce triangle est Le point H. 
Les côtés AB et AC sont donc tangents (théorème pré- 
cédent) à l’ellipse qui à pour foyer les points O et He 
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pour cercle directeur le cercle donné. Ceci démontre les 
propositions indiquées. 
Note.— Les questions 737 et 738 ont été résolues par MM. Hatté, Niéby- 


Vowski, Viant, Tannery, Braga, Calabre, Muzeau, Elliot, Emperauger, La- 
baïlle et P. Cagny, Grimaldi, Laisant, Nievenglowski, Lacauchie, Dastarac. 


» 


Mémes questions ; 


Par. MM ARIÈS Er MARMIER, 


Élèves de l’École Sainte-Geneviève (classe du P. Joubert). 


LemME. — 4 tout triangle correspond une ellipse 
ayant pour foyers le point de concours des hauteurs et le 
centre du cercle circonscrit, et tangente aux trois côtés 
du triangle ainsi qu à ceux du triangle conjugué (*). 

Soient ABC le triangle considéré, (6) le centre du 
cercle circonscrit, (O’) le point de rencontre des hauteurs, 
a, (5, y les pieds des médianes, p, q, r les pieds des hau- 
teurs. 

Je considère l’ellipse ayant pour foyer le point de 
concours (0’) des hauteurs et tangente aux trois côtés 
du triangle. Le lieu des projections du foyer (O') sur ses 
tangentes est le cercle passant par ses trois projections 
p, g» r : donc c'est le cercle des neuf points du triangle. 
Si, par les deuxièmes points de rencontre de ce cercle 
avec les côtés, on élève des perpendiculaires, ces perpen- 
diculaires vont concourir en un même point (O), qui est 
le centre du cercle circonscrit au triangle. C’est donc le 
deuxième foyer de l’ellipse. 

Le grand axe de cette ellipse est égal au rayon du 
cercle circonscrit au triangle. 





(*) Le triangle conjugué au triangle ABC s'obtient en abaissant du 
point O des perpendiculaires sur les côtés du triangle et prolongeant ces 
perpendiculaires de longueurs égales (voir 2° série, 4, IE, p. 133). P. 
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De mème au triangle conjugué A’B’C'correspond une 
ellipse ayant pour foyers le point de concours (O) des 
hauteurs et le point (O/) centre du cercle circonserit à ce 
triangle qui touche les trois côtés A’B', AC’, B’C' et 
la longueur de son grand axe est égale au rayon du 
cercle circonscrit au triangle A'B'C’. Mais les triangles 
conjugués ABC, A’B'C' sont égaux; donc les rayons des 
cercles circonscrits sont égaux; donc le grand axe de 
cette deuxième ellipse est le même que le grand axe de 
la première. 

Les deux ellipses étant homofocales et ayant leurs 
grands axes égaux coïncident; on a donc le lemme 
énoncé. 


Remarque. — Ce qui précède suppose que le point de 
concours des hauteurs et le centre du cercle circonserit 
au triangle ABC soient intérieurs à ce triangle, c’est-à- 
dire que tous les angles du triangle soient aigus. 

Dans le cas où le triangle est rectangle, l’ellipse se ré- 
duit à son axe, qui est la médiane du triangle rectangle 
correspondant à l’hypoténuse. 

Quand le triangle a un angle obtus, il existe une hy- 
perbole tangente aux trois côtés du triangle, et ayant 
pour foyers le point de concours des hauteurs et le centre 
du cercle circonscrit au triangle. 

Il existe une infinité de triangles incrits dans un cercle 
donné, ayant pour centre le point (O’) et pour point de 
concours des hauteurs un point donné (O). 

Je mène un rayon quelconque O’A du cercle donné, 
je joins le point À au point O, par le milieu M de la ligne 
OO’ je mène une parallèle au rayon O’A, et soit p’ son 
point de rencontre avec la droite OA. Les deux triangles 
OAO’, Op'O sont toujours semblables. Le point A, ex- 


trémité de la droite OA, décrit un cercle; donc le point p’, 
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milieu de cette droite, décrira aussi un cercle qui aura 
pour centre le point M et dont le rayon sera la moitié du 
rayon du cercle donné. 

Je prolonge la droite OA jusqu’à son deuxième point 
de rencontre avec la circonférence; par ce point, j'élève 
une perpendiculaire à la droite Ap, et soient B et G 
les points de rencontre de cette perpendiculaire avee la 
circonférence donnée. J’achève le triangle ABC. Le cercle 
des neuf points de ce triangle passe par le point p, üïl 
passe par le point «, milieu du côté BC, ce point appar- 
tient au cercle décrit du point M, car Ma = Mp” à canse 
de légalité des triangles O’«M, OpM; son rayon est la 
moitié du rayon du cercle circonscrit au triangle; donc 
il se confond avec le cercle précédemment décrit du 
point M comme centre. 

Il est évident, d’ailleurs , que ce triangle a pour point 
de concours des hauteurs le point O, puisque Op'=p'A. 

On peut donc construire une infinité de triangles cor- 
respondants aux données. Les ellipses correspondant à 
tous ces triangles eoïncident comme étant toutes homo- 
focales et ayant même grand axe, ce qui donne le premier 
théorème de M. Serret. 

Soit une ellipse donnée : d’un point À de son cercle 
directeur, je lui mène deux tangentes, qui rencontrent 
aux points B et C ce cercle directeur. Je dis que la 
droite BC est aussi tangente à l’ellipse. En effet, au triangle 
ABC correspond une ellipse tangente aux trois côtés du 
triangle, ayant pour foyer le centre (O’) du cercle direc- 
teur et pour longueur du grand axe la longueur du rayon 
de ce même cercle. Cette ellipse et l’ellipse donnée ont 
le même foyer, grand axe de même longueur et deux tan- 
gentes communes. Si du foyer commun (0) j'abaisse des 
perpendiculaires sur les deux tangentes communes, les 
pieds g et r de ces perpendiculaires appartiennent au 
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cercle lieu des projections des foyers sur les tangeutes 
correspondant à chaque ellipse. Les deux cercles relatifs 
aux deux ellipses ont donc deux points communs et même 
rayon; donc ils coïncident, donc les deux ellipses coïn- 
cident, et par suite le côté RC est tangent à l’ellipse 
donnée. On a donc le deuxième théorème de M. Serret. 


Geéenéralisation de ces théorèmes. 


À tout tétraèdre donné dont les hauteurs concourent 
en un même point (0°), correspond un ellipsoïde de révo- 
lution ayant pour foyers le point (0) et le point de con- 
cours (O) des normales menées à chaque face par son 
centre de gravité : cet ellipsoïde est tangent aux quatre 
faces du tétraèdre et à celles du tétraèdre conjugué (*) : Ia 
longueur de son demi grand axe est le tiers du rayon de 
la sphère circonscerite. 

Je considère un ellipsoïde de révolution tangent aux 
quatre faces du tétraèdre et ayant pour foyer le point de 
concours O’ des hauteurs. J’abaisse de ce point des per- 
_pendiculaires sur les quatre faces. Les pieds de ces per- 
pendiculaires déterminent une sphère qui est la sphère 
des douze points du tétraèdre. On sait que le centre M de 
cette sphère est au milieu de la ligne OO et que son 
rayon égale le tiers du rayon de la sphère circonscrite au 
iétraèdre. 

Cette sphère se confond évidemment avec la sphère 
lieu des projections des foyers sur les plans tangents à 
l'ellipsoïde, comme ayant quatre points communs. Son 
centre M est donc le centre de l’ellipsoïde. Le deuxième 
foyer de l’ellipsoïde s’obtient en prolongeant la droite OM 
d’une longueur MO — O'M. Le point O, que l’on ob- 


tient ainsi, est précisément le point de rencontre des nor- 


(@) Voir t. H, p. 135. 
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males élevées à chaque face par son centre de gravité. 
Les points O et O étant réciproques l’un de l'autre 
dans les deux tétraèdres conjugués, il s'ensuit que l’el- 
lipsoïde correspondant au tétraèdre conjugué se confondra 
avec le premier ellipsoïde, comme ayant les mêmes dt 
et le même grand axe. 


Remarque. — Si l’un des dièdres du tétraèdre dont 
les hauteurs concourent en un même point était obtus, 
il existerait un hyperboloïde de révolution à une nappe 
ayant pour foyers le point de concours des hauteurs et 
le point de concours des normales élevées à chaque face 
par son centre de gravité, tangent aux quatre faces du 
tétraèdre donné et à celles de son conjugué. 

Il existe une infinité de tétraèdres inscrits dans une 
sphère donnée dont les hauteurs concourent en un même 
point donné (0) : l'enveloppe des faces de ce tétraèdre est 
un ellipsoïde de révolution, ayant pour foyers le point (0) 
et un deuxième point fixe (O), et pour demi grand axe le 
uiers du rayon de la sphère donnée. 

Ce point fixe est obtenu en joignant le point de con- 


cours des hauteurs au centre K de la sphère circonscrite 


KO’ 
et prenant sur cette droite une longueur KO — #4 


Je mène un rayon quelconque KA de la sphère donnée, 
je joins le point A au point (O’). Du point M, milieu de 
O0, je mène une parallèle à la droite KA , et soit p' le 
point où elle rencontre la droite AO’. Les deux triangles 
KO’A, MO'p" sont toujours semblables. Le point À dé- 
crit la sphère donnée; le point p’ décrit une autre sphère 
dont le centre est M et le rayon le tiers du rayon de la 
sphère donnée. 

Je prolonge la droite O’A jusqu’à son deuxième point 
de rencontre p avec la sphère; j’élève en ce point un plan 
perpendiculaire à la droite O’p. Ce plan coupe la sphère (K) 
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suivant un cercle, Le triangle de base du tétraèdre doit 
être inscrit dans ce cercle, et de plus le point de concours 
des hauteurs de ce triangle est le point p3 car on sait 
que dans un tétraèdre dont les hauteurs se rencontrent, 
la projection d’un sommet sur la face opposée est le 
point de concours des hauteurs de cette face. 

Remarquons que si du point (O) nous abaïssons une per- 
| O’A 

3 2 
d’après un théorème connu. Donc la sphère (M) passe 
par le point «. 

La sphère des douze points d’un des tétraèdres dont 
les hauteurs se coupent au point O, doit donc passer par 
les points &, p, p' et avoir un rayon égal au tiers de celui 
de la sphère (K) ; donc la sphère des douze points se con- 
fond avec la sphère (M). Donc tous les tétraèdres inscrits 
dans la sphère (K) et ayant pour sphère des douze points 
la sphère (M), sont tels, que leurs hauteurs concourent 
au point O. Donc il y en a une infinité. Si nous consi- 
dérons un de ces tétraèdres, à ce tétraëdre correspond un 
ellipsoïde de révolution tangent aux quatre faces, et ayant 
pour foyers les points (O) et (0’), le demi grand axe de 
cet ellipsoïde étant égal au tiers du rayon de la sphère (K); 
or les ellipsoïdes correspondant à tous ces tétraèdres se 
confondent, comme étant de révolution homofocale et 
ayant même grand axe. 





pendiculaire O« sur ce plan, la distanceOx — 0’ p' — 
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Question 739 
{ voir 2° série, t. III, p. 429); 


Par M. NIÉBYLOWSKI, 


Élève de Mathématiques spéciales au lycée Bonaparte. 


Équation d’une surface du second degré passant par 
trois droites. On peut mettre les équations des trois 
droites données sous lu forme suivante : 


r'e droite Le io 
l | pp: 0: 
2° droite..... td 
| B ns 6 
3° droite..... SE LL NUE ” 


WUE B£’+ Cy'+ Did — 0. 
L'équation de la surface du second degré est 
Aax+B$ Aa + BB". 
Cy+Dd Cy +D9'? 
À, B, C, D désignent des fonctions du premier degré 
en x, yet z,et a, GB, y, 9, a, G', y', d' sont des con- 
stantes. (E. Barsrer.) 


L’équation d’une surface du second degré passant par 
la deuxième et la troisième droite est 


1C(Aa+ BB + Cy+ DO) 
+ uC(Ax + BB'+Cy + Dd) 
+ vD(Ax+ Bf +Cy+ D) 
+ D(Ac + BB+Cy + Dd)—0o 


(1) 


À, 1, y étant des indéterminées, on peut encore écrire 


(1C+ D) (Ax+ BB + C7y+ Do) 
+ (uG+D)(Ac +B$ +Cy + Dd)—=0o 
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Exprimons que cette surface contient la droite 
A0; 
j B=-0; 
il vient 


(AC + yD) (Cv + DS) + (nC + D}(Cy + DS) — 0 
ou 
(y + y!) G@ + (19 + d) D? + (Nd + vy + ud' + y')CD — 05 
d'où 


y + py — 0; 
vd + d — 0, 
À9 + vy + ud + y —0; 
d'où 
9 Ÿ Li 
di un = = ar 
F MP LTÉE À 5 


Substituons dans l’équation (2), il vient 


(Gy + Dd) (Aa + BB + Cy+ Di) 
— (Cy +D0)(Ax + BB + Cy + Dd') — 0. 
L'équation peut encore s’écrire 
AC (ay! — ya) + AD (xd — da’) 
+ BC (By — 78") + BD (89 — dÿ)— 0. 
Or précisément, si l’on chasse les dénominateurs de l’é- 
quation 
Aa+B6  Ac+Bf 
-Cy+D9 Cy +Dd 
on arrive aux mêmes résultats; donc l’équation de la sur- 
face du second degré passant par les trois droites don- 
nées est 
Au+BB  Ac'+Bf 
CDS CL Do. 
Or D. 





Note. — Solutions analogues de M. Armand Lévy, élève du lycée de 
Metz, et de M, Hatté, élève du lycée Charlemagne, 


12, 


( 180) 


Question TAO 


(voir 2° série, tome IV, page 429); 


Par M. G. DE VIGNERAI. 


Deux cercles étant donnés, on inscrit dans l’un d'eux 
un quadrilatère dont les côtés coupent la corde com- 
mune en quatre points. Il est possible d'inscrire dans 
l’autre cercle une infinité de quadrilatères dont les côtes 
passent par les mêmes points de la corde commune. 


(E. Barsrer.) 


e et f désignant les points communs aux deux cercles 
O et O’ et a, b,c, d les points où les côtés d’un quadri- 
latère inscrit dans le cercle O coupent la corde com- 
mune, les six points a, b, c, d, e, f sont en involution. 

Or on peut mener d’une manière quelconque dans le 
second cercle O’ trois côtés d’un quadrilatère inscrit, ces 
côtés étant assujettis à passer par les points a, b, c; soit 
d' le point où le quatrième côté coupe la corde commune, 
les six points a, b, c, d’,e, f sont en involution, mais les 
six points, a b, c, d, e, f y sont aussi, ce qui exige que d 
et d’ soient confondus. 

Note. — Autres solutions de MM. Rousset et Arnoye, élèves du lycée 
Charlemagne ( classe de M. Berger); Marquez Braga, du lycée Saint-Louis ; 
Armand Lévy, du lycée de Metz; Albert Dastarac, élève de l’École Cen- 
trale; Niébylowski, du lycée Bonaparte. M. Marmier, de l’École Sainte- 


Geneviève, remarque que le théorème est vrai pour deux coniques quel- 
conques. 
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BULLETIN. 


(Tous les ouvrages annoncés dans ce Bulletin se trouvent à la librairie 
de Gauthier-Villars, quai des Augustins, 55.) 
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Ernesr LamarLe, Ingénieur en chef des Ponis et Chaus- 
sées, Professeur à l’Université de Gand. — Sur la sta- 
bilité des systèmes liquides en lames minces. In-4 de 
104 pages. (Mémoires de l’Académie de Belgique, 
t. XXXV; 1865.) 


Lorsqu'on plonge dans un liquide visqueux un polyèdre dont 
les arêtes sont solidifiées et existent seules, par exemple un po- 
lyèdre dont les arêtes sont formées par des fils de fer, il arrive que 
des lames de liquide s’attachent à chaque arête solide et se joi- 
gnent les unes aux autres dans l’intérieur du corps en donnant 
lieu à des compartiments terminés par des faces planes ou courbes. 
M. J. Plateau, le célèbre physicien belge, qui a le premier 
étudié ce genre de phénomène, a trouvé qu’il obeit aux lois 
suivantes : 1° dans tout système de lames minces en équilibre 
stable, la somme des aires est un minimum ; 2° l’aire de chaque 
lame est un minimum entre les limites qui la circonscrivent; 3° la 
courbure est constante en chaque point d’une méme lame et 
proportionnelle à la différence des pressions qui agissent de part 
et d'autre; 4° les lames issues d’une méme aréte liquide sont 
au nombre de trois; 5° Les arétes issues d’un méme sommet li- 
quide sont au nombre de quatre ; 6° les lames issues d’une méme 
aréte liquide forment deux à deux des angles égaux : de même, 
les arêtes issues d’un méme sommet liquide forment deux à deux 
des angles égaux. Ces lois sont toutes susceptibles de dé- 
monstrations rigoureuses ; mais si les trois premières sont en 
partie déjà démontrées, les autres, exclusivement fondées sur 
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l'expérience, laissent subsister, au point de vue théorique, une 
énorme lacune. M. Lamarle s’est proposé de combler cette la- 
cune, en montrant que les limitations numériques observées 
résultent nécessairement de la loi du minimum des aires. 
® Le Mémoire de M. Lamarle se partage en deux parties dis- 
unctes : l’une purement mathématique, l’autre à la fois théo- 
rique et expérimentale. Dans la première, la seule dont nous 
nous occuperons, l’auteur est amené à résoudre ce problème : 
De combien de manières peut-on découper la surface d’une 
sphère en polygones convexes dont les angles soient tous de 
120 degrés? Il arrive à une BARRES très-simple du premier 
degré à trois inconnues, et troûve d’abord que parmi toutes 
les solutions en nombre infini, dix-neuf seulement peuvent être 
admises. Mais ces dix-neuf solutions, examinées de plus près, se 
réduisent à sept combinaisons géométriquement possibles et que 
l'auteur apprend à construire, et, après divers développements 
trigonométriques, il arrive à démontrer les trois dernières lois. 
Le problème que M. Lamarle s’était posé offrait de grandes 
difficultés et appelait naturellement le calcul des variations. 
M. Lamarle a évité ce calcul avec beaucoup de bonheur et n’a 
eu besoin que des principes de la Géométrie élémentaire et des 
premières notions de l’Analyse différentielle, On ne peut rien 
lire de plus élégant que ce Mémoire, où la Géométrie et le calcui 
sont tour à tour employés et conduisent au but par la voie la 
plus rapide. 


TTL 


PLATEAU (J.) — Recherches expérimentales et theéo- 
riques sur les figures d ‘équilibre d’une masse liquide 
sans pesanteur. 6 Mémoires in-4 ; 1842-61. ({ Mé- 


motres de l’Académie de Belgique, 1. XVI à XXXIIT.) 


Ces ingénieux Mémoires, quoique très-célèbres, sont peu 
conaus. Ils font partie d’une collection qui ne se trouve que 
dans les grandes Bibliothèques , et les exemplaires tirés à part, 
en petit nombre, sont difficiles à réunir. Nos lecteurs appren- 
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dront avec plaisir que M. Plateau se propose de rassembler toutes 
ses recherches en un seul ouvrage, qui ne pourra manquer 
d’intéresser et les physiciens et les géomètres. 


LV. 


PLaTEAu (J.). — Sur un problème curieux de magné- 
tisme, 58 pages ; 1864. (Mémoires de l’Académie de 
Pelgique, 1. XXXIV.) 


M. Plateau s’est posé ce problème : Ne serait-il pas pos- 
sible de soutenir en l’air une aiguille aimantée, sans aucun point 
d'appui et dans un état d’équilibre stable, par des actions éma- 
nées d’autres aimants convenablement disposés? Quelques essais 
sur des combinaisons de barreaux aimantés, qui semblaient de- 
voir produire, au moins sur l’un des pôles, l'effet attendu, 
ayant échoué, M. Plateau a été porté à soupçonner que le pro- 
blème général était impossible, et il a cherché à démontrer cette 
impossibilité par le calcul. La difficulté du problème semblait 
inextricable, car il fallait supposer absolument quelconques le 
nombre des centres magnétiques agissant sur l'aiguille, leur 
distribution, enfin l’espèce et l'intensité de leurs magnétismes ; 
mais M. Plateau, qui manie le calcul aussi bien que l’expé- 
rience, et ce n’est pas peu dire, est venu à bout de toutes les 
difficultés. En exposant cette démonstration d’un fait négatif, 
M. Plateau évite à d’autres personnes des tentatives inutiles et 
une perte de temps ; d’ailleurs l’impossibilité même de l’équi- 
libre stable désiré, la manière dont elle se manifeste dans le 
calcul, et enfin la cause qui la détermine, constituent des faits 
très-curieux. 


V, 


Pauz pe SaintT-Roserr. — Principes de Thermodyna- 
mique. In-8 de vurr-210 pages ; 1865. 


Pour Aristote, le feu est un être à part, un élément; pour 
Descartes, c'est un mouvement des dernières parties des corps. 
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« C’est une telle agitation des petites parties des corps terrestres 
qu’on nomme encore la chaleur, soit qu’elle ait été excitée par 
la lumière du Soleil, soit par quelque autre cause. » (Prin- 
cipes, IV, 29.) « On doit remarquer que cette agitation des petites 
parties des corps terrestres est ordinairement cause qu’elles oc- 
cupent plus de place que lorsqu'elles sont en repos, ou bien 
qu’elles sont moins agilées. » (Principes, 31.) En 1738, l'Académie 
des Sciences proposa, comme sujet de prix, la question de la 
nature et de la propagation du feu. La plupart des concurrents, 
et entre autres le grand Euler, s’arrétèrent à l’hypothèse du 
mouvement : « Ad phenomena explicanda, » dit ce dernier, 
« motus quicumque pehemens minimarum particularum, pro quo 
innumerabiles hypotheses excogitari possunt, est sufficiens. » 
Deux concurrents, M®° la Marquise du Châtelet et Voltaire, 
soutinrent l’existence corporelle et substantielle de la chaleur. 
La première formula de la manière la plus nette les lois d’une 
théorie longtemps adoptée : la chaleur est pour elle une sub- 
stance étendue, divisible, non pondérable, dont les molécules 
se repoussent ; c’est un étre d’une nature mitoyenne, ni esprit, 
ni matière, nt espace. Voltaire, au contraire, attribue un poids 
au feu ou à la chaleur. Voici la raison qu’il en donne : « 4yant 
J'ait peser des masses énormes de fér froides et incandescentes, 
et leur ayant trouvé le méme poids, j'en conclus que le feu qui 
les pénétroit leur donnoit autant de poids que leur dilatation leur 
en faisoit perdre, et que par conséquent le feu est réellement pe- 
sant. » Toutefois, la théorie du fluide calorifique eut peu de succès 
jusqu'aux brillantes découvertes de Lavoisier, époque où elle de- 
vint dominante. Aujoürd’hui elle croule de toutes parts, et l’on 
revient à l’hypothèse plus satisfaisante du mouvement des der- 
nières particules des corps. Sous le nom de Thermodynamique, 
M. de Saint-Robert expose en peu de pages la théorie des effets 
mécaniques de la chaleur et celle de la chaleur produite par les 
agents mécaniques, d’après les principaux fondateurs de cette 
science nouvelle, Sadi- Carnot, Mayer, Joule, Thomson, etc. Le 
chapitre VIT, dû entièrement à l’auteur et que celui-ci présente 
comme un essai, est consacré au mouvement des projectiles 
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dans les armes à feu. Nous signalons l'ouvrage de M. de Saint- 
Robert aux personnes compétentes. | 


VT: 


Épouarp Vizzté, Ingénieur des Mines. — Thèses présen- 
tées à la Faculté des Sciences de Paris. Première 
Thèse : Sur la détermination d'un corps aÿantun po- 
tenliel donné pour les points qui lui sont extérieurs. 
Deuxième Thèse : Sur l’équilibre d’une masse fluide 
homogène animée d'un mouvement de rotation uni- 
forme autour d’un axe fixe. In-4 de 1v-90 pages; 


1869. 


La première Thèse est divisée en quatre parties. Le premier 
chapitre contient les théorèmes sur l'attraction dus à George 
Green, à M. Chasles et à Gauss. L'auteur y ajoute quelques re- 
marques et termine en cherchant, avec M. Lamé, la condition 
pour qu’une fonction de trois variables puisse, égalee à une con- 
stante, représenter des surfaces d’égal potentiel dues à l’attrac- 
tion d’un corps inconnu. Le second chapitre est consacré à la 
recherche d’une série de solutions du problème qui fait le prin- 
cipal objet de ce travail. Les corps obtenus sont tous limités 
par des surfaces de niveau. Tous ceux qui répondent à la ques- 
tion ont méme masse, même centre de gravité et mêmes axes 
principaux d'inertie (en direction). L'auteur démontre qu'une 
surface quelconque étant donnée, on peut toujours la consi- 
dérer comme une des surfaces extérieures de niveau, dues à l’at- 
traction d’un corps dont le potentiel est, à un facteur constant 
près, déterminé pour les points extérieurs au corps. Le cha- 
pitre III donne une infinité d’autres solutions déduites des 
premières à l’aide de la transformation par rayons vecteurs re- 
ciproques, méthode qui semble ici employée pour la première 
fois dans une question de physique mathématique. Le chapitre IV 
résume quelques théorèmes de calcul intégral, consequences de 
ce qui précède. 
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La seconde Thèse se rapporte à un sujet traité par Mac- 
Laurin, Jacobi, Meyer et M. Liouville, dont l’auteur résume les 
travaux. Il termine par une recherche qui lui est personnelle, 
celle de l’équation aux différentielles partielles qui lie la pression 
à la densité dans une masse fluide en équilibre. L'équilibre ne 
peut avoir lieu si la vitesse de rotation du système n’est. pas 
constante. Si le mouvement de rotation de la Terre n'était pas 
uniforme, comme on cherche à le démontrer, la masse des mers 
serait donc exposée à des perturbations d'équilibre et nous me- 
nacerait sans doute de grandes catastrophes, mais dans un temps 
fort éloigné. 

En résumé, ces Thèses font honneur à M. Villié. On voit qu'il 
connaît les œuvres des maitres et qu’il sait y ajouter. 
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Mémoires de la Société des Sciences physiques et natu- 
relles de Bordeaux, 1. NE, 2° cahier. In-8 de 231 à 
498 pages; 1865. 


V.-A, Le Bescue (p. 231 à 274). Tables donnant pour la 
moindre racine primitive d’un nombre premier ou puissance 
d’un nombre premier : 1° les nombres qui correspondent aux 
indices; 2° les indices des nombres premiers et inférieurs au 
module. — Ces Tables ne diffèrent de celles de Jacobi { Canon 
arithmeticus) que par le choix des racines primitives qui ont 
servi à leur formation. C’est toujours la plus petite racine qui a 
été employée pour chaque module. Les trois Tables de Jacobi 
ont été réunies en une seule, qui contient, rangés par ordre de 
grandeur, les modules des nombres premiers et puissances de 
nombres premiers. La disposition est la même que celle du 
Canon. Pour les modules 2", on a évité l'emploi des comple- 
ments, et l’usage de la Table devient par là un peu plus simple. 
Les Tables de Jacobi vont de 1 à 1000, celles-ci s'arrêtent à 200. 
Si elles venaient à être continuées, on les réduirait de moitié. 
Les Tables ont été construites par M. Hoüel. Elles occupent les 
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pages 269 à 274 (*). Nous croyons savoir que M. Le Besgue se 
propose d’en calculer de plus étendues. 

A. Bauprimonr (p. 418 à 444). Démonstrations élémentaires 
relatives à la théorie des nombres premiers. — L'auteur se plaint 
que nos Traités d’Arithmétique se bornent à enseigner les calculs 
nécessaires aux besoins de la vie, et il espère qu’un jour viendra 
où on y trouvera la théorie générale des nombres. Cela nous 
paraît difficile, car la théorie générale des nombres est loin 
d’être faite, et le peu que nous en savons exige la connaissance 
des parties les plus relevées de l’analyse. Après ce début, 
M. Baudrimont énonce des propositions qu’il croit neuves et 
intéressantes, comme par exemple que tous les nombres premiers 
sont de l’une des formes Gn:Æ 1, que la formule mx + r, où 
m et r sont premiers entre eux, ne donne pas toujours des nom- 
bres premiers, etc. M. Baudrimont conclut de là que la formule 
mx + r, qui a été l’objet de tant de travaux, méritait à peine 
l'attention qu'on lui a donnée. — N. B. Les gens qui ont ainsi 
perdu leur peine s’appelaient Legendre, Dirichlet, Gauss, etc. 

Tout le monde sait que 1x + r ne donne pas toujours des 
nombres premiers, mais démontrer que cette formule en donne 
un nombre infini est une chose un peu moins à la portée du 
vulgaire. 


A. Bauprimonr (p. 445 à 447). Un tétraèdre quelconque 
est inscriptible dans une sphère. — M. Baudrimont prétend que 
ce théorème important n’est donné dans aucune Géométrie; 
il fallait ajouter : connue de M. Baudrimont. Cette proposition 
est de celles qu’on peut laisser trouver à la sagacité du lecteur, 
parce qu’elles ont leurs analogues pour l’énonce et pour la deé- 
monstration dans la Géométrie plane. Voici un court extrait 
qui mettra le lecteur à même de juger en connaissance de cause 
du mérite de M. Baudrimont comme géomètre : 

« Soit un triangle donné : un des côtés pourra être consi- 








(*) M. Hoïüel vient de reproduire ces Tables avec une introduction de 
8 pages dans un opuscule intitulé : Tables arithimétiques pour servir d'ap- 
pendices à l'introduction à la Théorie des nombres de M. Le Besgue. Paris, 
Gauthier-Villars ; in-8. 
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déré comme la corde d’un cercle, et pourra, par conséquent, 
toucher une circonférence par ses deux extrémités, pourvu qu’il 
puisse y être contenu. 

» Si le troisième angle du triangle donné ne touche pas la 
circonférence, il est ÉVIDENT qu'on pourra l’y amener en faisant 
varier la grandeur du cercle, sans que pour cela les deux autres 
points cessent d’être en contact avec la circonférence. 

» On peut donc démontrer ainsi qu’un triangle est inscrip- 
tible dans un cercle. » ; 

On regrette de trouver de pareilles élucubrations dans les 
Mémoires d’une Académie qui compte parmi ses membres 
MM. Abria, Hoüel, Lespiault, Le Besgue, pour ne parler que 
des géomètres. 


VIII. 


LoncaampT (À.) — Recueil de problèmes posés dans les 
examens d'admission à l'École Polytechnique et à 
l’École Centrale, ainsi que dans les conférences des 
principales Écoles préparatoires (Exercices et solu- 
tions). Vol. grand in-8 lithographié de vir-480 pages. 


Librairie Gauthier-Villars. — Prix : 8 francs. 


Cet ouvrage renferme 870 problèmes ou théorèmes. C'est 
donc une mine très-riche d’exercices, qui ne peuvent qu’in- 
téresser les candidats à nos Écoles. 


IX. 


GeErono et Cassanac. — Éléments de Géométrie descrip- 
tive à l'usage des aspirants aux Écoles du Gouver- 
nement. 2 vol. in-8; texte, 1v-244 pages, et atlas; 


18066. 


Cette nouvelle édition, revue et augmentée, contient dans un 
Appendice des notions relatives au changement des plans de 
projection et aux plans cotés. 
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X. 

ARISTIDE QUINTILIEN. — Passage du Traité de la Mu- 
sique, relatif au nombre nuptial de Platon, traduit 
par M. Vincent et par M. Æ. Martin, etc. In-4 de 
14 pages; 1865. 


« On ne s’imagine, dit Pascal, Platon et Aristote qu’avec de 
grandes robes de pédants. C’étaient des gens honnêtes et, comme 
les autres, riant avec leurs amis; et quand ils se sont divertis à 
faire leurs Lois et leur Politique, ils l’ont fait en se jouant. » 
Un savant géomètre, qui a fait une étude approfondie de Platon, 
et qui n’est pas éloigné de penser comme Pascal, nous apprend 
que le fameux nombre nuptial désigne l’âge le plus propre à 
contracter mariage. Platon le cache sous une énigme qu’il pro- 
pose moitié sérieusement, moitié en riant. Si cela est, le nombre 
d’Aristide Quintilien n’a aucun rapport avec le nombre nuptial. 
Il faut croire, toutefois, que ce passage a de l’importance, 
puisque deux hellénistes distingués se sont donné la peine de le 
traduire. Cette double traduction est suivie de deux Notes de 
M. Martin, l’une sur l’époque de l’astronome Ptolémée, l'autre 
sur l'époque d’Aristide Quintilien. Le premier a vécu sous les 
règnes d’Adrien, d’Antonin et de Marc-Aurèle, au second siècle 
de notre ère. Aristide Quintilien paraît être un peu antérieur à 
Ptolémée. LE 


CORRESPONDANCE. 


Dans notre dernier numéro, nous avons répondu à une 
dificulté au sujet de l’équation en À. M. G. Salmon veut 
bien nous avertir que notre réponse ne contient pas 
toute la vérité. La vérité tout entière c’est que le chan- 
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9 . CN. . 
gement d’axes ne change pas Les racines de L équation 
en À; car si, dans un système d’axes, on a 


P+\QHRS—= 0, 
on aura, dans un nouveau système, 
P' + kQ: = R’'S’ 0; 


et la même valeur de À donne une nouvelle équation qui 
représente encore deux droites. 

Au surplus, M. Salmon observe que les coeflicients 
de l'équation en À sont des invariants (ce qui résulte 
évidemment de la démonstration précédente). Cette der- 
nière remarque nous a aussi été adressée par M. Painvin. 


2, 


QUESTIONS. 


755. Soient F, FF’ les foyers d’une ellipse de Cassini, 
C son centre, et P un point quelconque sur la courbe. 
Alors la normale en P fera avec FP un angle égal à celui 


que fait la droite CP avec F'P. (Srresor.) 


756. Soient F, F” deux points fixes sur une surface 
sphérique, et considérons la courbe, lieu d’un point P, 


I I 
tel, que tang a FP tang 5 F'P — const. Le grand cercle 


normal en P à cette courbe fera avec FP un angle égal à 
celui que fait avec F'P le grand cercle passant par P et le 
milieu de l’arc FF’. (STREBOR. ) 


757. On donne une courbe de troisième classe ayant une 
tangente double : les points de contact de cette tangente 
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et de la courbe sont À, B. D'un point quelconque pris 
dans le plan de la courbe donnée, ou mène à celle-ci 
trois tangentes qui coupent la tangente AB aux points 
MN: 


On a toujours 


AMXANXAP P, 


= 9 


BMXBNXBP pp 





p,etp, étant les rayons de courbure de la courbe donnée 


en À et B. [ Mannaeïm (*).] 


7158. Le nombre a n'étant pas divisible. par p, nombre 
PE 

premier impair, on sait que «a ? —pA+: : le reste 
s , a 

+ 1 est représenté par (£), notation de Legendre. Cela 


; P } 
posé, on a 


Ÿ (az + b)P=' = pB — L: + (=) |; 
DE (aa? + by? + ce) = pC + (==). 


a, b, c sont des entiers non divisibles par p; A, B, C 
sont entiers; les sommes sont prises en donnant à x et 
à y les valeurs 0, 1,2,..., p—1. (Le Besaur.) 








759. Les nombres àa;, &,...,a,,4,41 sont des entiers 





(*”) M. Mannheim nous fait remarquer que la solution de la ques- 
tion 605, insérée à la page 173 du tome III de la deuxième série, laisse à 
désirer. 

On fait usage de l’équation 


28 y + pya+ vaB = 0, 


qui n’est pas l’équation la plus générale des courbes du troisième degré à 
la fois inscrites et circonscrites au triangle dont les côtés ont pour équa- 


tions 
L=0, 20,090. 
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<< p et non divisibles par p. On représente par S/,, $,, le 
nombre des solutions des équations indéterminées 


2 2 ! rie 
AT, +ls +... + 4mt, —=pPY); 


Gt? Lit... FORT, EUR EU, 
en prenant Xi, Lase + Xm parmi les nombres 
OS ls 2507-20 D eme 


On demande la démonstration des formules : 














(1) (P Dr 1) Sn 7 SE y ss 
(6) Sp = p tee 2: 2 pri (ee), 
\ P 
(2) S’ = it 10; 
à (— ais 
RP, 
(3) Sy — 1 = ( : } 
(7) SE dé PA — 0, 
(Sp pr (pn] ae |, 
F 
TS 
5 S,— p—— (ES), 
(5) F 6 
DU ——— + Tri (— ® dr É | 
(9) San — pP —_— P | D | 
=, j'onl, Me pau sd 
(10) Site Loos Ë “|. 


Les numéros indiquent l’ordre à suivre dans les dé- 
monstrations, qui sont fort simples. (Le Bescur.) 


Note du Rédacteur. — M. Camille Jordan a donné ces formules et en 
a indiqué la vérification dans les Comptes rendus du 19 mars 1866. Dans 
les Comptes rendus du 1°" avril, M. Le Besgue a montré que ces formules 
revenaient à celles qu’il a données dans le tome IT (1837) du Journal de 
M. Liouville, 


SUR LE NOMBRE DES CONIQUES QUI SATISFONT 
A CINQ CONDITIONS DONNÉES ; 


> D'après M. CHASLES. 


Nous avons déjà parlé de la méthode de M. Chasles 
pour résoudre certains problèmes relatifs aux courbes 
planes, et que son illustre auteur a éterdue successive- 
ment aux coniques dans l’espace et aux surfaces du second 
ordre. En attendant le second volume du 7raité des co- 
niques, qui doit faire connaître tous les détails de cette 
admirable méthode, nos lecteurs seront sans doute bien 
aises d'en avoir une idée. C’est pourquoi nous allons ex- 
poser plus spécialement et appliquer aux seules coniques 
le procédé de substitution géométrique d’un caractère si 
original et d’une si grande portée. Une suite d’énoncés, 
empruntés textuellement à un Mémoire de M. Chasles, 
donnera les principales propriétés des systèmes de co- 
niques dont la connaissance est indispensable pour l’ap- 
plication de la méthode. 


Ï. 


Les propriétés d’un système de coniques assujetties à 
quatre conditions dépendent essentiellement de deux 
nombres, que M. Chasles appelle les caractéristiques du 
système, et qui sont : 1° le nombre p de ces coniques 
qui passent par un point donné; 2° le nombre y de ces 
coniques qui touchent une droite donnée, Le symbole 
(, v) représentera un pareil système, et tous les systèmes 
qui ont les mêmes caractéristiques, quoique satisfaisant à 
des conditions bieu différentes, auront en commun une 
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foule de propriétés ayant leur source dans cette commu- 
nauté de caractéristiques. En général, nous désignerons 
par Z, Z/, etc., diverses conditions auxquelles sont assujet- 
ties diverses coniques. Si la condition Z est de passer par un 
point donné, nous poserons Z = 1 p., si par deux points, 
Z =2 p.,etc. De même Z = sd 3:d'setcs exprimeront 
la condition de toucher deux droites, trois droites, etc. 

Pour exprimer qu’un système de coniques assujetties 
aux quatre conditions Z, Z', Z”, Z/”” a pour caractéris- 
liques u et y, nous écrirons 


(Z, Z', 2", 2)2e u, v). 


Par exemple, comme parmi les coniques qui passent 
par quatre points il n’y en a qu’une qui passe par un 
point donné, et deux qui touchent une droite donnée, 
nous écrirons 


(4 p)=(1,2); 


nous aurons de même 
(2 P-; 2 d.) —= (4,4). 
IT. 


Dans un système de coniques assujetties à quatre con- 
ditions, il existe toujours un certain nombre de coniques 
qui forment des cas particuliers, soit des coniques repré- 
sentées par deux droites, soit des coniques réduites à une 
droite limitée à deux points ou coniques infiniment apla- 
ties. Ces coniques exceptionnelles interviennent dans un 
grand nombre de questions, et elles ont créé jusqu'ici des 
difficultés, parce que, n’en connaissant pas le nombre 
dans chaque question, on n’en pouvait pas Lenir compte. 
Or ce nombre est lié très-simplement aux caractéristiques 
get v; mais il nous faut démontrer d’abord deux théo- 
rèmes d’une importance capitale dans la théorie actuelle, 
et qui soht une extension naturelle du principe de cor- 
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respondance exposé par l’auteur 1l y a une dizaine d’an- 
nées (Comptes rendus, 24 décembre 1855.) 


Taéorème IL. — Lorsqu'on a sur une droite L deux 
séries de points x et u tels, qu'à un point x correspon- 
dent « points u, et, à un point u, 6 points x, le nombre 
des points x qui coïncident avec des points correspon- 
dants u esta + 6. 


En effet, représentons par les lettres x et u les dis- 
tances des points des deux séries à une origine fixe prise 
sur L: on a, entre ces distances, une relation telle que 


(Au +H But.) Ha A nt Bei...) + —o, 


et les points x qui coïncident avec des points correspon - 
dants u sont donnés par l'équation 


ART PO BLL ANT MT AOL. 1110 


Il suffit donc de prouver que le coefficient À n’est pas 
nul. Or, si le point w est à l'infini, l'équation entre x et u, 
mise sous la forme 


6 B 6—1 | B’ 
A+E +...) +a (a+ +... +4-...70, 


\ 


se réduit à 
Ax°+ Art +. ..—0; 


et comme il doit toujours y avoir 6 points x correspon- 


dants au point w, le terme Ax° existe nécessairement 
dans cette équation et À ne peut pas être nul, 


Taéorëme Il.— Lorsque deux séries de droites X et U 
passent par un méme point, si à une droite X corres- 
pondent à droites U, et, à une droite Ü, 6 droites X, il 
existera à +6 droites X qui coïncideront avec les droites 
correspondantes U. 


Ce théorème est une conséquence immédiate du précé- 
1 3. 
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dent, car on peut supposer que les droïtes X et U soient 
déterminées par deux séries de points x et u situés sur 
une même droite L. 


TEL. 


Revenons maintenant aux coniques exceptionnelles; 
leur nombre est donné par le théorème suivant : 


Dans tout système de coniques (nu, v), le nombre des 
coniques infiniment aplaties est (2 u — v), et le nombre 
des coniques représentées par deux droites est 2v —4. 


Soit x un point pris sur une droite L. Par ce point il 
passe u coniques du système. Chacune d’elles rencontre la 
droite en un point u. Il y a donc # points u qui corres- 
pondent au point x, et réciproquement à chaque point u 
correspondent y points x. Donc, d’après le lemme I, il y 
aura 2u points x qui coïncident avec le point w corres- 
pondant, ce qui semble indiquer qu'il y a 2u coniques 
tangentes à la droite L. Maïs on sait que le nombre de ces 
coniques est y. La différence 2u — y doit donc tenir au 
nombre des coniques infiniment aplaties qui rencontrent 
la droite en deux points coïncidents, sans être tangentes à 
la droite. Le nombre de ces coniques est donc 2u — ». 

La seconde partie de l'énoncé se démontre d’une ma- 
nière analogue. Par un point S menons une tangente X à 
une conique du système, On pourra par le point S mener 
une seconde tangente U; comme, par hypothèse, il y a v co- 
niques qui touchent la droite X, il y aura donc y droites U 
correspondant à la droite X, et réciproquement, à chaque 
droite U correspondront » droites X. Donc (lemme IT) le 
faisceau (X, U) aura 2v droites doubles qui correspon- 
dront à autant de coniques qui passeront par le pointS, 
à moins qu'il ne s’agisse des coniques réduites à deux 
droites, pour lesquelles X coïncide avée U sans que la 
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vohique passe par le point S. Or y est le nombre des co- 
niques qui passent par le point S. Donc 2v — u sera le 
nombre des coniques réduites à deux droites. 


IAE 


En général, les deux nombres 2u — » et 2 — u, dont 
la somme p + y indique le nombre total des coniques ex- 
ceptionnelles, peuvent être obtenus d’une foule de ma- 
nières. Il suflit de comparer des théorèmes démontrés de 
deux façons différentes. Dans l’une, les coniques excep- 
tionnelles n’interviennent pas ; dans l’autre, elles influent 
sur le résultat. La différence des deux résultats fait con- 
naître le nombre de ces coniques. En voici un exemple : 

Soient P et P’ deux points du plan. Sur une droite D 
prenons un point x; comme l'enveloppe des polaires du 
point P, par rapport aux diverses coniques du système, 
est de l’ordre u (voir l'article suivant, n° XIE), il passera, 
par le point x, x polaires du point P. Les polaires du 
point P’, relatives aux mêmes coniques, couperont la 
droite D en u points u. Ainsi à un point x correspon- 
_drontg points & sur la droite D, et réciproquement. Done, 
en vertu de théorème [ (p.195), il y aura 24 couples de 
points uetx, coïncidant sur la droite D. Mais les polaires 
des points P et P’se coupant sur la droite D, le point d'in- 
tersection sera la polaire de la droite PP’. Donc, sur la 
droite D, il y aurait 24 pôles de la droite PP’, Mais le 
lien des pôles d’une droite, relativement aux diverses co- 
niques du système, est une courbe de l’ordre » (article 
suivant, n° [). Donc il ne peut y avoir que v pôles sur 
certe droite. La différence 24 — » ne doit provenir que 
des coniques exceptionnelles infiniment aplaues, qui ne 
donnent qu’une solution apparente. Donc 2p — y est le 
nombre des coniques infiniment aplaties. 

Observons qu'on doit avoir 24— v >> 0,2v—4u 0, 
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en sorte que chaque caractéristique doit être comprise 
entre la moitié et le double de l’autre caractéristique. 


V3 


Occupons-nous maintenant de trouver les caractéris- 
tiques d’un système (4, v) de coniques assujetties à quatre 
conditions. L'observation démontre que le nombre des 
coniques de ce système, assujetlies à une cinquième con- 
dition Z, est toujours de la forme ou + By, « et 6 étant 
des entiers positifs ou nuls. L'articie suivant (p. 204) en 
donne de nombreux exemples. Si quelque condition, ce 
qu'on n'a pas encore rencontré, échappait à cette loi, 
les problèmes où entre cette condition échapperaient par 
le fait même aux formules que nous allons démontrer. 

a et G seront dits les paramètres de la condition Z, et de 
même &/, (5’ ceux de la condition Z/, etc. 

Il faut d’abord avoir sous les yeux les caractéristiques 
des systèmes élémentaires, c’est-à-dire de ceux dont les con- 
ditions consistent à passer par des points ou à toucher des 
droites. Ces caractéristiques sont réunies dans le tableau 
suivant, qui est l’expression de théorèmes bien connus : 


(4p)=(1,2) 
(3p.,1d.)=(2,4), 
(2p., 2d.)= (4,4), 
(2p., 3d.)=(4,2) 
(4 d.)= (2,1) 
Introduction de la condition Z. — On a, en dési- 


gnant par N(Z, Z’,7/,7/", 2") le nombre des coniques 
qui satisfont à cinq conditions, 
(5p., Z)=[N(5:p.,2, rp.)}, N(3p.,Z,14d.)}, 
== | Noé p. ZEN (3.p.; #d2ZNe 


Or les caractéristiques du système (4 p.) étant 1 et 2, et 
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celles de (3 p., 1 d.) étant 2,4, nous aurons par les nota- 
tions adoptées 

APR A) a BEN (Sp. 1 de, 2) 30 + 48. 

Donc | 
K< (3p., Z)=(a+26, 2x + AB); 
on a ensuite 
[N(3p.,rd.,2Z), N(ap.,2d.,Z)} 
(2a +48, 4a+ 48); 
[N(2p.,24d.,2Z), N{ip.,3d.,2Z)] 
= (4e + 46, a+ 26); 
[N(rp.,3d.,Z), N(4d.,2Z)] 


(4x +28, 2a+ 6). 


Nous avons donc ainsi les: caractéristiques de tous les 
systèmes où la condition Z entre avec trois conditions 


> (2p.,Z,id.) 
3% (1 1e 


4° (3d.,Z) 


Il i Ï ! Il Î 


élémentaires. 
Introduction de la condition Z'.-- On a trois couples 
de caractéristiques à calculer : 


1 (2p., 2, 2)=[N(3p.,2,7), N(2p.,rd.,2Z,2)L 
[al (a + 28) + f(2a+ 48), 
a | PARA Len fie = 48/1, 


en posant, pour Me Zaf— af + Ga’; 
> (i1p., 44,2, Z')={N{2p.,rd.,2,7), 
N{ip.,;24,, Z, Z)|, 
pi 2 ax! + 4 2af'-- 4 BB’, 
pese dat 
= (2 ax + 4>af" + 466, 
fa + Araf+ 286$") : 
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[N(ip.,24d.,Z,Z), N(3d.,2Z,Z)|, 
| fau + 43u3 + 266, | | 
(4 a + 2B)æ + 2a + B) 6’ 
(4ax'+ 4Zaf+ 288, 
A ax! + 2 >af"+ BG). 
Introduction de la condition Z/!. — On à: 
1° (1p.,Z,Z,Z’)=[N(2p.,2,2,Z"), Nip, 1444/2524), 
(ax! + 25a8" + 4 BB") «” 
+ (2ax + 4Za" + 4 BB") 5 
(2au + 43a8 + ABB’ )x" 
+ (4 ax + 4EaB! + 268") G" 
been re 
2au/ a" + 4rau!B" + 45o8"B" +288". 
2° (1d.,2,2,2")={N(ip.,1d.,2,2/,7"), N(2d.,Z,2Z/,2")], 
2ax a” + À Eau B"+ 4Zap 8" 
+ 268" 6”, 
(4ux' + 4E5afB + 288") «” 
+ ({aa! + 23af + pp)p" 
botemmemnden | 


Aœa! x" +A4Eax6" +23af"8" + BB'E” 


Il 


3e (2d.,2,7) 


| 


| 


2 


Î 


u 


Introduction de la condition Z!'. — On à 
(A 2 AZ 
=fN{ip.,22:2"%: 2%), NGd.,Z, 7,21, 70 
—={a, b); 
a —(ax'a"+ 23ax$" + {5x8 B” + 4BB'B’) x" 
+ (auu'a" + A Eux B" + 4xaf' B"+ 2 BB'B") g” 
— au! a"x"+ 2Zau! x" B" + 4 Sax B" B” + 4>a8 g”8" 
+ app ere": 
b— (2aaa"+ {Sax B" + 4S=af/B” + 2 8676") «” 
+ (fau a + sea 8 + avapf" + pp'p")6" 
= 2au'a"a"+ 4 Eax/ x” "+ 4 Zua' BB" 


—+- 0) Zaf B” g" Ua 2 BG" “à pe 
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VI. 
Si maintenant on veut le nombre des coniques salis- 


faisant à cinq conditions Z, Z', 2, Z”, Z'', on aura, a" 
et B"" étant les paramètres de la nouvelle condition, 


N(2,2", 27,27, 2%)= aa + Bb, 
ou, tout calcul fait, 


N(Z,2/,7",2", 2x) 
Br RUE TE 23@a a" &" BY + 4 Sac! a” p” pi" 
=. À ET TA g” BEN en 2>2af" 6” p” BY + BB B” HAE 
e est la formule que nous voulions établir. re 

Telle est la f. Il q | tablir. Ell 
contient dix paramètres; mais il n’entre Jamais dans un 
terme deux paramètres relatifs à la même condition. Les 
coefficients sont les nombres de solutions des systèmes 
élémentaires. 

VII. 

APPLICATION. — 7Jrouver le nombre des coniques qui 
passent par un point, touchent deux droites données et 
une conique donnée. 

Nous avons ici 

GE, PB = MONA UE }; 
VAS ONE ON "PSP on (déf), 


HEAR, PE Bart uni X ES ÉOrOIlE)z 


il en résulte 


1,0 1 


ua le te D, Saata à 
Et p BE ea a"! CAES 
Lau BEEN au BRUT + aavp/fUE" = 8, 
sa B'BME— ap EE 4, 
BB BRENT = 0. 


IV =— O 
+ 70 2 
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On a donc 
æ = 16 4 32 + 8 — 56. 


Ainsi dy a cinquante-six coniques qui passent par un 
point donné, touchent deux droites données et une co- 
nique donnee. 


VIIL. 


On peut arriver plus rapidement à la formule du n° VI, 
en remarquant que par la manière même dont chaque 
condition est introduite, ses paramètres n’entrent dans la 
formule définitive que sous forme linéaire. Le nombre 
des solutions est donc représenté par les divers termes du 
produit ; 


(a+ 8) (a+ 8) (a 87) (ad B) (at Br), 


dont chacun doit être multiplié par un coefficient qui ne 
dépend que du nombre des « et des 5 entrant comme fac- 
teurs dans ce terme. Pour abréger, désignons par (/«mf) 
la somme des termes qui renferment /'facteurs « et m ou 
5 — / facteurs GB, et par À,, le coefficient de cette somme. 
On aura | 

NS T'ON RO SRE, LE US 


al u + 
Pour trouver À, supposons, par exemple, que les cinq 
conditions soient de passer par trois points et de toucher 
deux droites ; alors on aura 

9 





RME NON Gus ee ne 


Go QU — O, Di CA À à: 
et le second membre se réduira au seul terme 


ax _ prapir — ], 
On aura donc 
N{3 p:; 204) æ0a;, 
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et, en général, 
N({p., m d.) — A!,. 


Or, N ({p.,md.) est égal, par définition, à la première 
caractéristique du système [({—1) p., md.];on aura donc 


NO D.) = xs (4 p. j4 déjeisig NS pa) EN, 
D D..0d.)—4, Nbr 0.)-- 2%" NO PME 


La formule générale peut donc s’écrire 


N(Z,Z,2",2", Z%)—5©N(/p., md.) (læmB) (*). 


IX. 


La méthode des caractéristiques, que nous venons d’ex- 
poser, ne s'applique pas aux seules coniques; on conçoit 
qu'elle doive aussi convenir aux systèmes de courbes ou 
de surfaces d'ordre quelconque, et même qu’il existe pour 
chaque ordre une formule générale analogue à celle qui 
résume la méthode des coniques ($ VI). Les principes de 
cette méthode pourront même, il est permis de l’espérer, 
trouver des applications dans certaines questions d’ana- 
lyse. Par sa généralité, par sa fécondité, on peut placer 
la méthode actuelle à côté de cet art analytique dont Viète, 
son auteur, disait fièrement : Fastuosum problema pro- 
blematum ars analytice…. jure sibi adrogat, quod est, 
NULLUM NON PROBLEMA SOLVERE. (/# Artem analyticen 


Îsagoge , chap. VIIL, p. 29.) Rk 


(*) Dans les surfaces du second ordre assujetties à huit conditions, il y a 
trois caractéristiques qui sont le nombre y de surfaces qui passent par un 
point, le nombre » de celles qui touchent une droite, et le nombre p de 
celles qui touchent un plan. Le nombre des surfaces du second ordre qui 
satisfont à neuf conditions est représenté par 


EN(lp.,md.,nP)(lum£iny), l+m+n—=9; 


a; B, y Sont les paramètres d’une condition (communication académique 
du 26 février 1866 ). 


Game md 
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PROPRIÈTÉS D'UN SYSTÈME DE CONIQUES (2. »). 


EXTRAIT D'UN MÉMOIRE DE M. CHASLES (*). 


LIEUX GÉOMÉTRIQUES. 


I. Le lieu des pôles d’une droite est une courbe 
d'ordre ». 


CoroLLAIRE. — Si la droite est à l'infini, le théorème 
prend cet énoncé : 


Le lieu des centres des coniques -est une courbe 


d'ordre ». 


IT. Dans le cas où les coniques du système (y, v) pas- 
sent toutes par deux points, en satisfaisant à deux autres 
conditions, le lieu des pôles de la droite qui joint ces 


& % 
points est d'ordre + 


Cororzame. — Et si les deux points sont à l'infini, le 
lieu des centres des coniques du système (u., v) est une 


% 
courbe d'ordre —. 
2 


LIT. 1° S7 de deux points Q, Q' on mène des tangentes 
à chaque conique d’un système (y, v), les points d’inter- 
section de ces tangentes sont sur une courbe d'ordre 3, 
qui a deux points multiples d'ordre y, en Q et Q”. 

2° Si les coniques du système (u, v) sont toutes tan- 
gentes à la droite QQ', la courbe, lieu des points de 





mr 





(*) Voir Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences, séance 
du 15 février 1864. 
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rencontre des deux: tangentes menées de Q et Q à 


chaque conique, est d'ordre (£ + | , et a deux points 


: bas ps 9 8 / 
multiples d'ordre 5 en Q et Q. 


ConrozraiREes. — Si Q et Q sont imaginaires, à l'infini, 
sur un cercle, les points d’intersection des tangentes sont 
les foyers des coniques. Donc : 

1° Le lieu des foyers des coniques d’un système (y, v) 
est une courbe d'ordre 3v, qui a deux points multiples 
d'ordre y, à l'infini, sur un cercle. 

2° Le lieu des foyers d’un système (u., v) de paraboles 
est une courbe d'ordre (£ + ») qui a deux points mul- 

2 
tiples d'ordre * imaginaires, à l'infini, sur un cercle. 
3 LI 


IV. Le lieu des points de concours des tangentes com- 
munes à une conique donnée U et à chaque conique d’un 
système (u, v) est une courbe d'ordre 3. 


V. Le lieu des points de contact des tangentes me- 
nées d'un point P à toutes les coniques d’un système 
est une courbe de l'ordre (u. + v), qui a un point mul- 


tiple d'ordre x en P. 


VI. Le lieu des points dont chacun a la méme polaire 
dans une conique donnée U et dans une conique quel- 
conque du système (u, v) est une courbe de l’ordre 
(u + v). 

Conrozzaire. — Le nombre des coniques {u, v) qui 
touchent une conique quelconque U est 2 (nu + v). 


VII. Les tangentes communes à une conique donnée U 
et aux coniques d'un système (u, v) ont leurs points 
de contact avec ces dernières sur une courbe d'ordre 
2 (u + v), qui a 2 (u + y) points de contact avec U, 
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Ces 2 (u + v) points sont les points de contact des co- 
niques du système et de la conique U. 


VIIT. Le lieu des pieds des normales abaissées d’un 
point P sur les coniques du système (w., v) est une courbe 
d'ordre (2u +), qui a un point multiple d'ordre p. 
en P. 


IX. Le lieu des sommets des coniques du SYSCHE (u, v) 
est une courbe de l’ordre (2u + 3%). 


X. Le lieu des points de rencontre des coniques du 
système (1, v) et de leurs diamètres qui aboutissent à un 
point fixe est une courbe de l’ordre (u + 2v). 


XI. Le lieu d’un point dont l’axe harmonique, relatif 
à une courbe d’ordre m, coïncide avec la polaire de ce 
point relative à une quelconque des coniques d’un sys- 
tème (u, v), est une courbe de l’ordre [u(m—1)+ 1] (* 

Corozzaire. — Cette courbe rencontre la courbe 
d'ordre m en m{[u(m—1)—+ 7] points, en chacun des- 
quels une conique du système touche la courbe. Donc : 


(*) Ce théorème n’est point particulier aux coniques; il s'applique à 
des courbes d’ordre quelconque, c’est-à-dire que : Lorsqu'on a un sys- 
tème de courbes d'ordre quelconque rx déterminées toutes par Res — 
conditions communes et dont les caractéristiques sont p. et y, le lieu d’un 
point dont l’axe harmonique relatif à une courbe d'ordre m coïncide avec 
l’axe harmonique de ce point, relatif à une courbe quelconque du système, 
est une courbe de L’orare [w(m—1)+v]. 

On en conclut que le nombre des courbes du système, qui touchent une 
courbe d'ordre m, est m{[w(m—1)+ »]. 

Plusieurs autres propriétés d’un système de coniques s’appliquent pa- 
reillement à un système ( «, ») de courbes d’ordre quelconque; et sou- 
vent la fonction des caractéristiques reste la même, comme dans le cas 
actuel et dans les théorèmes I, V, VIII, XVI, XXII. C’est pour cela que 
j'ai annonré que ces recherches, concernant les coniques, seraient un 
point de départ utile dans la théorie générale des courbes d'ordre supé- 
rieur. 


( 207 ) 
Il existe, dans un système de coniques (nu, v), 


m{u(m—1)+v] coniques tangentes à une courbe 
donnée d'ordre m. 


COURBES ENVELOPPES. 


XII. Les polaires d’un point enveloppent une courbe 
de la classe 1. 


XIII. Lorsque toutes les coniques du système (y, v) 
sont tangentes à deux droites et satisfont à deux autres 
conditions, la courbe enveloppe des polaires du point 


de concours des deux droites est de l’ordre + 


XIV. Les cordes que deux droites fixes interceptent 
dans toutes les coniques d’un système (1, v) enveloppent 
une courbe de la classe 3u, qui a deux tangentes mul- 
tiples d'ordre y. coïincidant avec les deux droites. 


XV. Les cordes communes à une conique U et à 


chaque. conique d’un système (y, v) enveloppent une 
courbe de la classe 3u. 


XVI. Les tangentes menées aux coniques (y, v), par 
les points où elles coupent une droite donnée D, enve- 


loppent une courbe de la classe (p.+v), qui a la droite D 
pour tangente multiple d'ordre v. 


CorozzaiRE Î. — La courbe de la classe (x + v) ad- 
met (y. tr" v) tangentes passant par un point quelconque. 
Prenant ce point à l'infini, sur une perpendiculaire à la 
droite D, on en conclut que : : | 


Le nombre des coniques d'un système (y, v), qui cou- 
pent à angle droit une droite donnée, est (u + v). 


Corozzatre II. — Si la droite D est à l'infini, le théo- 
rème prend cet énoncé : 
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Les asymptotes des coniques d’un système (u, v) enve- 
loppent une courbe de la classe (px + y), qui a une tan- 
gente multiple d'ordre v à l’infini. 


Conséquemment la courbe a v branches paraboliques. 


XVII. L'enveloppe des droites dont chacune a le 
méme pôle dans une conique donnée U et dans une co- 
nique quelconque du système (y, v) est une courbe de la 
classe (u.+ v). 

Cette courbe a 2 (1 + v) tangentes communes avec U; 
et les 2 (4 + v) points de contact sur U sont les points 
où 2 (u + v) coniques du système touchent la conique U. 


XVIII. Si par les points où une conique U rencontre 
chaque conique d’un système (y, v) on mène les tan- 
gentes de celles-ci, ces tangentes enveloppent une courbe 
de la classe 2 (u + v) quia 2(u + v) points de contact 
avec U. 


Ces 2(x+ v) points déterminent 2 (u +v) coniques 
du système tangentes à Ü en ces points. 


XIX. Les axes des coniques d’un système (11, v)enve- 
loppent une courbe de la classe (y +v), qui a une 
tangente multiple d'ordre v, à l'infini. 


XX. Lorsqu'un axe de chaque conique d’un système 
( Le v v), qui satisfait à trois autres conditions, passe par 
un point fixe, la courbe enveloppe des autres axes est 
de la classe 2y. 


XXI. Les diamètres d'un système de coniques (u, v 

: Hosv } 
qui rencontrent ces courbes sur une droite donnée, en- 
veloppent une courbe de la classe (y + 2v), qui a cette 
droite pour tangente multiple d'ordre 2. 


XXII. Les normales des coniques d’un système (nu, v) 
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aux points de ces courbes situés sur une droité donnee, 
enveloppent une courbe de la classe (2u Sa v), qui a 
cette droite pour tangente multiple d'ordre (u +»). 


XXIII. S: dans chaque conique d’un système (1, ») 
on mène deux diamètres rectangulaires, dont l’un passe 
par un point fixe, l’autre diamètre enveloppe une courbe 
de la classe 2v, qui a une tangente multiple d'ordre », 
à l'infini. 

XXIV. Les diamètres dont les conjugués passent par 
un point donné enveloppent une courbe de la classe 
(x + v), qui a une tangente multiple d’ordre y, à l’in- 

Jint. 

XXV. Les directrices d’un système de coniques (1, v) 
enveloppent une courbe de la classe (21. + v), qui a une 
tangente multiple d'ordre v, à l'infini. 


XXVI. Dans un système de coniques (1, v), dont une 
directrice passe par un point donné, et qui satisfont à 
trois conditions communes, les autres directrices enve- 
loppent une courbe de la classe (u + v), qui a une tan- 
gente multiple d'ordre », à l'infini. 


XXVIT. Lorsqu'on a une courbe géométrique de la 
classse 7, et une droite D, si de chaque point de la droite 
on mène les z tangentes de la courbe, et l'axe harmonique 
de la droite D relatif à ce faisceau de tangentes, cet axe 
passe toujours par un même point Î que nous appellerons 
le pôle harmonique de la droite D (*). 


Cela posé : 


Lorsqu'on a un système de coniques (u,%) et une 
courbe U' de la classe n, l'enveloppe d’une droite va- 


(*) Voir Aperçu historique, p. 623. — Traité de Géométrie supérieure, 
art. 496. 


Ann, de Mathémat., 2€ série, t, V.(Mai 1866.) 14 
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riable, qui a un méme pôle harmonique dans la courbe U! 


et dans chaque conique du système, est une courbe de 
la classe [u + (n—:1)v], 


CorozLAiRE. — Cette courbe a 2 [1 + (r —:1)v|tan- 
gentes communes avec la courbe U’, en chacune des- 
quelles une conique du système touche la courbe U’, 
Conséquemment : 


IT'existe n[u + (n — 1) v | coniques tangentes à une 
courbe de la classe n. 


Cette formule n’est pas différente au fond de celle du 
théorème (XI). 


PROPRIÉTÉS DIVERSES D'UN SYSTÈME (, v). 


XXVIIT. 1° Dans un système de coniques (11, v), le 
nombre de ces courbes qui divisent un segment donné, 
en rapport harmonique, est p. 


CorozLarrE |. — Dans un système de coniques (y, v), 
il existe p hyperboles équilatères. 


CorozLarre Il. — Un faisceau de coniques ctant 
donné, ainsi qu'un système de coniques (u, v), il existe 
dans ce système p coniques homothétiques, respective- 
ment, à p coniques du faisceau. 


>° Le nombre des coniques par rapport auxquelles 
deux droites données sont conjuguées, est v. 


XXIX. 1° Dans un système de coniques (u,v), Le 
nombre des coniques semblables à une conique donnée 
(autre que le cercle et l’hyperbole équilatère), est 2. 

2° Le nombre des coniques dont les tangentes menées 
par un point fixe donné font entre elles un angle 
donné, est 2. 

Et ce nombre est y quand l'angle est droit. 


( 211 } 

XXX. 1° Dans un système de.coniques, la condition 
que les courbes coupent un segment donné en rapport 
harmonique, équivaut à la condition de passer par un 
point. 

C'est-à-dire que, si, dans un système, on change la 
condition de passer par un point, en celle de diviser un 
segment donné harmoniquement, les caractéristiques du 
système restent les mêmes. | 


2% La condition que, dans les coniques d’un système, 
deux droites données soient conjuguées par rapport à 
toutes les coniques d’un système, équivaut à celle que 
les coniques soient toutes tangentes à une droite. 


C'est-à-dire que, si l’on remplace la condition de tou- 
cher une droite, par la condition que deux droïtes don- 
nées soient conjuguées relativement à toutes les coniques 
d’un système, les caractéristiques du système ne changent 


pas. 


XXXI. La condition d'avoir un Joyer en un point 
donné équivaut à celle de toucher deux droites. 


NOTE DU RÉDACTEUR. 


Toutes ces propositions se démontrent en s'appuyant 
sur les théorèmes I ou IT (p. 195). Comme exemple‘nous 
allons démontrer la première proposition, savoir : 


Le lieu des pôles d’une droite est de l’ordre y. 


Soit D la droite donnée. Cherchons combien il y aura 
de pôles de cette droite situés sur une droite quelconque L 
qui rencontre D au point S. Si le pôle de la droite D par 
rapport à une conique du système se trouve sur la 
droite L, les droites D et L et les deux tangentes menées 
par le point S formeront un faisceau harmonique. La 
question revient done à celle-ci : 


14 


(rares) 

Étant données deux droites SE et SF, combien existe- 
t-il de coniques telles, que les tangentes menées du 
point S soient conjuguces harmoniques par rapport à SE 
et à SF? 

Soit SX une droite partant du point S. Elle tou- 
chera y coniques, soit SX’ la seconde tangente menée 
de S à une de ces y coniques et SU la conjuguée harmo- 
nique de SX’ par rapport à SE et SF. A chaque droite SX 
correspondent y droites SU et réciproquement à chaque 
droite SU correspondent » droites SX. Donc il y aura 2v 
droites SU coïncidant avec la droite correspondante SX. 
Mais comme les tangentes SX’ et SX menées à la même 
conique correspondent à la même solution, il n’y a donc 
que v solutions. La droite L rencontre donc en y points 
le lieu des pôles qui est ainsi de l’ordre v. 

D 

Il importe de remarquer que dans toutes les parties de 
la méthode, les conditions Z, Z/,... de chaque système 
doivent avoir entre elles une entière indépendance. Si 
par exemple les coniques doivent toucher une courbe 
donnée U, cette courbe ne doit avoir aucune relation 
avec les autres données de la question : de sorte que si 
parmi celles-ci se trouve la condition que toutes les co- 
niques passent par un même point, la courbe U est sup- 
posée ne pas passer par ce point. De mème le lieu des 
centres ne serait pas du degré v, si l’une des conditions 
du système (1, v) était que ce centre se trouve sur une 
courbe donnée. 

Lorsqu'il existe entre les conditions données Z,7/, 77... 
certaines dépendances ou des conditions subsidiaires (*), 





(*) Par exemple, le nombre des coniques (u,»), qui sont tangentes à 
une conique quelconque U, est 2(4+ y): mais si U est une conique du 
système, ce nombre n’est plus que 2( +» —3). 


Cu70 1) 

les résultats sont différents et ne peuvent pas se conclure 
immédiatement des formules primitives. IL faut traiter 
directement ces cas particuliers, mais par la méthode gé- 
nérale, La formule générale, qui comprend la solution 
de toutes les questions, s’applique aussi à tous les cas 
particuliers, puisqu'il suflit de mettre dans cette formule 
les paramètres «, 6, qui conviennent à ces cas particu- 
liers. Ps 





SUR LA TRANSFORMATION QUADRIQUE (*) ; 
Par M. T.-A. HIRST. 


M. Transon, dans le numéro de février dernier des Vou- 
velles Annales, a très-justement observé que la méthode 
de l'inversion quadrique et celle de la projection gauche 
sont essentiellement distinctes. Cependant, les deux mé- 
thodes sont des cas particuliers de la transformation 
qui a été d'abord étudiée analytiquement par Magnus, 
dans le VIII° volume du Journal de Crelle, et géomé- 
triquement, par moi-même, dans un Mémoire inédit 
communiqué en septembre dernier à l'Association Bri- 
tannique. D'abord Magnus a supposé à tort que sa mé- 
thode de transformation était la plus générale de celles 
dans lesquelles à un point de l’un des systèmes corres- 
pond un seul point de l’autre. Les recherches subsé- 
quentes de Cremona, de Jonquières, Clebsch et Cayley ont 
montré que cela n’a pas lieu : la transformation de 
Magnus est seulement la plus générale de celles mention- 
nées plus haut, pour lesquelles à chaque ligne droite cor- 


(*) On ihe quadric transformation. 
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respond une conique. Toutes les coniques qui, dans la 
méthode de la transformation quadrique, correspondent 
aux lignes droites de l’un ou de l’autre système, passent 
nécessairement par trois points nommés par Magnus 
points principaux de la transformation. Je me propose, 
après avoir donné la plus simple définition de la trans- 
formation quadrique, de montrer comment, en placant 
d’une manière convenable les points principaux, elle 
devient identique, d'une part, avec la méthode de la pro- 
jection inverse proposée et développée, il y a quarante- 
quatre ans, par Steiner, dans son célèbre ouvrage Syste- 
matische Entwickelung, etc., et récemment reproduite 
par M. Transon qui, sans aucun doute, y était conduit 
par ses propres recherches; et, d'autre part, avec la mé- 
thode de l'inversion quadrique qui, comme je l’ai observé 
ailleurs, a été suggérée par Bellavitis. 


1. Pour établir une correspondance entre les divers 
points d’un plan, prenons deux couples de points B,B/ et 
C, C’, et considérons-les comme les sommets de deux 
couples de faisceaux homographiques [ B], [B']et[C |, 
| C’]. Alors à chaque point P, considéré comme l'inter- 
section de deux rayons BP, CP des deux faisceaux 
[B], [C] correspondra un point unique déterminé par 
l’intersection des deux rayons correspondants B'P', C'P’ 
des faisceaux [ B'], [ C’], respectivement homographiques 
à[Ble [C]. 

2. Si à la ligne BC, considérée comme rayon commun 
des faisceaux [| B| et | C], correspond dans les fais- 
ceaux | B'|'et [ C’ | la ligne B’C’, la correspondance entre 
les points P et P’ sera simplement l’homographique, 
elle que l’a définie M. Chasles dans la Géométrie su- 
périeure. Mais si à BC correspondent les rayons B’A' 
et C’A” dans les faisceaux [B’] et [C/{, et que sembla- 


( 15 ) 
blement à BC’ correspondent BA et CA dans [Bet [C |, 
le mode de correspondanee entre les points P et P' sera 
identique à celui considéré par Magnus. J’appellerai À, A’; 
B,B'; C,C' les trois couples de points komologues princi- 
paux. 


3. Ces points sont exceptionnels en ce que chacun a 
un nombre infini de points correspondants. Au point À, 
par exemple, correspond un point quelconque de B'C', 
et au point À’ un point quelconque de BC. En outre, à 
chaque point de BA correspond, comme on peut le voir 
facilement, le point C’, et ainsi de suite. Bref, à chaque 
point situé sur une ligne principale correspond l'ho- 
mologue du point principal opposé, et vice versà. 


A 


4. Réciproquement, à une droite de chaque système 
correspond, en général, une conique qui passe per les 
points principaux de l’autre système. Car nous pouvons 
regarder toute ligne droite L comme le lieu de linter- 
section des rayons correspondants de deux faisceaux 
homographiques | B | et [ C |, qui ont un couple de rayons 
correspondants qui coïncident avec BC. Les faisceaux 
correspondants | B' ] et [ C’] seront alors aussi homogra- 
phiques, et B'A’, C’A' seront un couple de rayons cor- 
respondants, qui, par conséquent, engendrent une co- 
nique [S/], passant par les points A/, B', C/. Sembla- 
blement, à chaque droite L/ correspondra une conique [S] 
passant par À,B,C, et réciproquement à chaque conique 
passant par les trois points principaux de l'un des sys- 
tèmes correspondra une ligne droite dans l’autre système. 


9. Plus généralement, si z er »° désignent l’ordre de 
deux courbes correspondantes, & et a/, b et D’, € et c’, 
respectivement, les nombres de fois qu'elles passent 

par À et À’, Bet DB, Cet C, on pourra facilement établir 
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les relations symétriques suivantes . 


a '—œn—b— 0, an — b'— 0, 
b—n—c—a, b—= nm — c' — a’, 
—n—a—b, c—=n — a — b”, 


n—2on—(a+b+c); n—2n — (a +0 + c"). 


6. En général, il y a seulement quatre points du plan 
tels, que chacun d’eux coïncide avec son correspondant. 
On peut démontrer comme il suit l'existence de ces 
points doubles. Je prends un point P comme centre 
d’un faisceau de rayons [| P |: ce dernier sera manifeste- 
ment homographique au faisceau des coniques corres- 
pondantes | A',B", C’,P’] (#4), et le lieu des intersections 
des éléments correspondants des deux faisceaux sera une 
cubique [ C] passant par A’, B’, C', P', P, qui peut être 
définie le lieu des points du second système qui sont 
situés, avec leurs correspondants, sur des lignes qui 
convergent au point P. À tout point de convergence P, 
sera de même associée une autre cubique [C,;] qui cou- 
pera [C] aux trois points principaux A’, B', C’ et aux 
deux points du second système situés, avec leurs cor- 
respondants, sur la ligne PP,. Les quatre intersections 
qui restent seront les quatre points doubles demandés, 
autrement chacun serait situé avec son correspondant 
sur une ligne qui passe par P aussi bien que par P;, ce 
qui est impossible. 


7. Il doit être observé que les trois couples de points 
homologues principaux étant donnés, la transformation 
est parfaitement déterminée dès que l’on connaît un seul 
couple de points correspondants. Je signalerai briève- 
ment quelques cas spéciaux. 

Chacun des points principaux À, A’ est situé sur la 
ligne principale opposée à son homologue A, À : alors, 
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puisque chacun des points À et A’ coïncide avec un de 
ses points correspondants (3), il est manifeste que s’il 
en est de même d’un autre’ point de AA’ (et la suppo- 
sition est permise), chaque point de AA’ coïncidera avec 
son point correspondant. De plus, chacune des lignes BB’ 
et CC’, regardée comme une des lignes de l’un ou de l’autre 
système, coïncidera avec la ligne correspondante, en sorte 
que leur point d’intersection D coïncidera avec son corres- 
pondant. En fait, la cubique (C), lieu de tous les points 
du second système situés, avec leurs correspondants, sur 
des droites qui convergent vers un point P (6), se décom- 
pose dans la ligne droite AA’ et la conique (B'C'PP’). De 
même, la cubique (C:;}), associée à un autre point P;, se 
compose de la droite AA, et de la conique (B'C'P, P'), 
et, ces coniques se coupant en B', Cet en un point 
de PP,, elles passent par D. Ce cas de la transforma- 
tion quadrique coïncide évidemment avec la projection 
gauche de Steiner, pourvu que, ainsi que M. Transon l’a 
observé, on fasse coïncider le plan de projection avec le 
plan de la figure primitive. 


8. D’autres cas spéciaux dignes de remarque naissent 
de l'hypothèse de la coïncidence des deux triangles prin- 
cipaux; cette coïncidence peut arriver de plusieurs ma- 
nières. 

1° En chaque sommet de deux triangles principaux 
deux points homologues principaux coïncident. 

C'est-à-dire que À coïncide avec A’, B avec B', et C 
avec C’. Il est manifeste que les quatre points doubles D;, 
D,, D;, D, forment alors un quadrilatère dont les côtés 
opposés se rencontrent aux sommets du triangle prin- 
cipal; car ces points doubles sont sur les rayons doubles 
de chacun des trois couples de faisceaux concentriques 


et homographiques [ A], [A’]; [BJ], [B'];[CJ, [C']. De 
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plus, on voit facilement que les polaires d’un point P 
relativement aux diverses coniques du faisceau | D,, D,, 
D;, D, | passent par le point correspondant P'. Ce cas spé- 
cial de la transformation quadrique est connu depuis 
longtemps. Salmon, Beltrami, Bellavitis, le professeur 
Newion (de l'Amérique) et d’autres l’ont étudié. 

29 En un seul sommet du triangle principal coïn- 
cident deux points homologues principaux. 


Que À coïncide avec A’, B avec C’et C avec B', (B'C) 
et (BC/) sont maintenant des points doubles, et AB, AC 
sont les rayons doubles des faisceaux homographiques 
[ A |, [ A}; si nous supposons qu’un autre rayon du fais- 


ceau | À | coïncide avec son correspondant dans | A’ |, tous 


les faisceaux correspondants coïncident, et nous aurons le 
cas de l’inversion quadrique. Sur chaque rayon mené par 
le point (AA), les points correspondants P, P’ formeront 
une involution, et les points doubles de ces diverses in- 


volutions seront sur une conique qui touche les droites 


AB, AC en Bet C. C’est la conique fondamentale F de 
l’inversion quadrique, et P, P' sont relativement à elle 
des points conjugués. Les cubiques (C) et (G;), associées 
à deux points P, P;,, se décomposent dans la conique F 
et les lignes droites PA, P, A. Les points de la conique F 
sont donc les seuls points doubles, 


3° En aucun sommet du triangle principal ne coïn- 
cident deux points homologues principaux. 

Cette méthode, où, par exemple, À et C’, Bet A’, Cet 
B' coïncident, n’a pas, que je sache, été étudiée jusqu'à 
présent, Je n’ai point l'intention de l’étudier ici ; je remar- 


querai simplement que des quatre points doubles trois. 


coïncident avec les sommets du triangle principal. 


Se A 0 gt 


x 
SUR LA CYCLIDE ; 
‘ Par M. A. GODART, 


On nomme cyclide la surface enveloppe des sphères 
tangentes à trois sphères fixes. 

La cyclide a quatre nappes, de même qu’il y a quatre 
séries de cercles tangents à trois cercles fixes. Dans ce 
qui va suivre, nous considérerons une nappe isolée, que 
nous pouvons définir de la manière suivante : Nous 
avons dans un plan deux cercles fixes (0) et (0°), et nous 
imaginons tous les cercles tels que (a) tangents extérieu- 
rement à (0/) et intérieurement à (o). Les sphères qui 
ont les cercles (a) pour grands cercles enveloppent une 
nappe de la cyclide. 

Si nous considérons deux sphères (2) suflisamment 
rapprochées pour qu’elles se coupent, nous voyons que 
leur cercle commun prendra une position limite quand 
l’une des sphères viendra se confondre avec l’autre; cette 
position limite du cercle sera précisément la ligne de 
contact de la sphère (a) avec la cyclide. 

Les plans de tous ces cercles de contact sont évidem- 
ment perpendiculaires au plan des cercles (0) et (0'); et de 
plus ils passent tous par une mème droite. Nous savons 
en effet que si l’on mène un cercle tangent à deux cercles 
fixes, la droite qui passe par les points de contact con- 
tient toujours un des centres de similitude des cercles 
fixes. Ainsi, le cercle (a) touche les deux circonférences 
(o) et (0') aux points £ et £, et la ligne A7 va passer par le 
centre de similitude inverse C; de (0) et (0). Et par 
conséquent la sphère (4) touche la eyclide suivant un 
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cercle projeté sur k/, dont le plan contient la ligne me- 
née par C; perpendiculajrement au plan de (o) et (0°). 

M. Dupin, dans ses Applications de Géométrie, p. 200, 
étudie la surface dont toutes les lignes de courbure sont 
circulaires. Il démontre que cette surface est nécessaire- 
ment l'enveloppe des sphères tangentes à trois sphères 
fixes. [1 lui donne le nom de cyclide et en expose les 
principales propriétés. 

M. Mannheim, au moyen de la méthode de transfor- 
mation par rayons vecteurs réciproques, ramène l'étude 
de la cyclide à l’étude du tore. Il démontre avec beau- 
coup d'élégance les propriétés déjà connues de cette sur- 
face et en indique plusieurs tout à fait nouvelles. Ainsi, 
M. Mannheim fait voir que toute sphère bitangente 
rencontre la cyclide suivant deux circonférences. D'où 
il conclut que tout plan bitangent contient également 
deux cercles de la surface (Nouvelles Annales, 1. XIX, 
p- 67). 

Nous nous proposons de démontrer que les plans bi- 
tangents à la cyclide enveloppent un cône, que ce cône 
est du second degré, et qu'il touche la surface suivant une 
ligne sphérique. 

Commençons par chercher l’intersection de la cyclide 
avec une sphère bitangente qui ait son centre dans le 
plan des cercles (0) et (0/). Nous savons, d’après le 
théorème de M. Mannheim, que cette intersection se 
compose de deux cercles. Nous allons donner de ce fait 
une nouvelle démonstration qui nous indiquera la posi- 
tion du plan bitangent. 

Le plan qui contient les cercles (o) et (0°) et aussi le 
centre de la sphère bitangente considérée coupe cette 
dernitre suivant un cercle qui touche à la fois (o) et (0°). 
Les deux points de contact seront sur une droite qui 
passe par le centre de similitude C4. 
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Et réciproquement, si par C; nous menons une droite 
quelconque C,S (*), elle coupera les cercles (0) et (0) 
en quatre points &, G, «’, f', et l’on pourra toujours 
construire une circonférence qui touche (o) en « et (0!) 
en æ. De même on pourra toujours construire une cir- 
conférence tangente en B au cercle (o/) et en £’ au 
cercle (0). 

Si l’on joint o et «, o’ et «/, les deux lignes ainsi obte- 
nues se rencontrent en y qui est le centre du cercle qui 
touche (0) en « et (o') en a’. 

Si l’on joint de même o à G’ et o’ à 6, on obtiendra un 
second cercle (7) tangent à (0’) en Bet à (o) en £/. 

Considérons en particulier la sphère qui a (7) pour 
grand cercle et qui est bitangente à la cyclide aux points « 
et &’. La sphère (y) coupe l’une des sphères généra- 
trices (a) suivant un cercle projeté sur Af. Mais la 
sphère génératrice (a) touche la cyclide suivant un cercle 
projeté sur Æ/, de sorte que le point y, intersection de 2f 
et de AZ, est la projection de deux points communs à la 
cyclide et à la sphère (y). 

Quand la sphère (a) engendre la cyclide, le point # 
engendre une courbe dont nous allons déterminer la na- 
ture, et qui est la projection de l'intersection de la 
sphère (y) avec la cyclide. 

hf est la tangente en p au lieu décrit par le point u. 
Car deux lignes infiniment voisines telles que Af se: 
rencontrent sur la corde commune aux deux circonfé- 
rences (a) correspondantes. Or, cette corde commune 
qui passe constamment par C; a précisément pour 
limite A. 

Si nous menons la tangente en / à la circonférence (0 ), 
elle coupera Af en I. Ce point est sur la tangente menée 


a —————————_———— 


(*) Le point S est situé sur l’axe radical de (0) et de (o’). 
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en & à la circonférence (0). Le point I est en effet le 
point de concours des trois cordes communes aux circon- 
férences (æ), (o) et (y). 

À un point 4 correspond donc sur le cercle (o) un 
point /, ces deux points étant situés sur une droite qui 
passe toujours par le point fixe C; pendant que les tan- 
gentes à leurs courbes respectives se rencontrent en I sur 
la droite fixe 1x. 

Nous concluons de là que lorsque la sphère (a) en- 
gendre la cyclide, le point w décrit une courbe homolo- 
gique de (0), €; étant le centre et «I laxe d'homologie. 

Or, la courbe homologique d’un cercle est une coni- 
que (*). Donc le lieu des points x est une conique. 

hf se confond en x avec la tangente au cercle (o) eten 
«! avec la tangente au cercle (0/). Ainsi la conique dé- 
crite par ut est tangente en « et «/ au cercle (y'). 

Le cylindre droit qui a pour base la courbe y ren- 
contre la sphère (y) suivant l'intersection cherchée. Le 
cylindre et la sphère ont un double contact en « et a’. Il 
résulte d’un théorème de Monge (**) que ces deux sur- 
faces ont en commun deux courbes planes et par consé- 
quent deux cercles qui se coupent en & et à’. 

La sphère (y) rencontre de mème la cyclide suivant 
deux autres cercles qui se coupent en £ et GB”. J'ajoute 
que ces quatre cercles sont deux à deux dans le même 
plan, 

En effet, le plan qui, passant par & et «&, contient l’un 


(*) Poxceuer, Traité des Propriétés projectives des figures, t. 1. 


(**) Deux surfaces du second degré qui ont un double contact serencontrent 
suivant deux courbes planes : théorème énoncé par Monge, démontré par 
M, Chasles dans la Correspondance de l'École Polytechnique, t. MI, p. 335. 

Voir, dans le si remarquable Supplément au Traité des Propriétés projec- 
tives, l’élégante démonstration que le général Poncelet donne de ce théo- 
rème. 
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des cercles communs à la sphère (y!) et à la cyclide, ren- 
contre en deux points le cercle suivant lequel se coupent 
(y) et (7). Ces deux points sont évidemment communs 
à la sphère (y) et à la cyclide. Ils appartiennent à l’un 
des deux cercles de (7). Et comme ce cercle passe déjà 
par Bet f’, ilse trouve bien placé dans le plan précé- 
demment considéré. Ce plan est bitangent à la surface 
aux deux points communs aux cercles qu'il renferme (*). 

Mais «f/ passe par le point fixe C4, d’où nous concluons 
que les plans bitangents enveloppent un cône. 

Nous allons voir de plus que ce cône est du second 
ordre. 

Nous savons que lorsque deux cercles sont tangents à 
deux autres, leur corde commune passe par un centre de 
similitude des deux derniers. Ainsi la corde commune 
MM à (y) et (y) passe par C;, centre de-similitude di- 
recte de (o) et (o’). 

Nous avons déjà précédemment remarqué que les deux 
points de contact du plan bitangent sont sur le cercle 
commun aux sphères (y) et (y), qui se projette sur MM. 
Si maintenant nous considérons le cône enveloppe, nous 
voyons que, Cya étant la trace d’un plan tangent à ce 
cône, CM sera la projection de la génératrice de contact. 

Cu et C;M sont, comme nous allons le démontrer, 
parallèles à un système de diamètres conjugués d’une co- 
nique qui aurait pour axe C; 6 (**). Or c’est là la condition 
nécessaire et suflisante pour que le cône soit du second 
degré. | 

Remarquons que C2 rencontre yy' en un point S 
précisément situé sur la corde commune Sc à (o) et (o’). 


(*) La cyclide offre un cas particulier des surfaces anallagmatiques du 
quatrième ordre étudiées par M. Moutard. 


(**) Le point 5 est sur l’axe radical de (0) et de (o’). 
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En effet, les deux cercles (0) et (0') étant tangents à la 
fois à (y) et à (y’), leur corde commune contient l’un des 
centres de similitude de (7) et (y'). D'ailleurs, la droite «f3/ 
qui Joint les points de contact passe également par ce 
centre de similitude, qui est encore nécessairement situé 
sur la ligne des centres yy'. Ainsi les trois lignes yy/, 
Ca, aS se coupent bien au même point. Ceci posé, dé- 
signons par € et €’ les angles que font avec 00’, les deux 
lignes Cya et C;M, et observons que MM’, corde com- 
mune à (y) et (y’), est perpendiculaire sur la ligne des 
centres y”. 
Le triangle rectangle SC,c donne 


tang € — di 
TRE 


L 


dG 


Le triangle rectangle 6 Sc donne 


s Sc 
tang E = — —3 
(OXvx 
d’où 
ta x tange’ si t 
nge€e EE — —— = CONS. 
je à Cas s 


ce qui caractérise les deux directions de deux diamètres 
conjugués d’une conique. 

On peut donc circonscrire à la cyclide un cône bitan- 
gent du second degré (*). 

Nous déterminerons la ligne de contact en remarquant 
que les points tels que M sont disposés sur une circonfé- 
rence décrite de w (**) comme centre. En effet, 


CaM XX CaM' = Ca X Caux. 


(*) Dans l’anallagmatique générale du quatrième ordre, les plans dou- 
blement tangents se répartissent suivant les plans tangents à cinq cônes 
du second degré (voir dans les Nouvelles Annales, 9° série, t. III, p. 206, la 
note de M. Moutard). 

(**) Le point « est au milieu de la ligne oo". 
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Ce dernier produit est constant, parce que U, est le centre 
de similitude de (o) et (0'). De plus, MM'corde com- 
mune à (7) et (7') est perpendiculaire en son milieu D 
à la ligne des centres 77". Le point D décrit donc une cir- 
conférence dont w C, est le diamètre; et il est ainsi prouvé 
que M et M’ sont sur une même circonférence dont w est 
le centre. La sphère qui a pour grand cercle la circonfé- 
rence décrite par M passe évidemment par l'intersection 
des sphères (7) et (y). Elle contient donc les points de 
contact du cône avec la cyclide. 

Ainsi la ligne de contact du cône est la ligne com- 
mune à la sphère (w) et à la cyclide. 

Au surplus, il serait facile de construire par points la 
projection de cette courbe sur le plan 00'. Décrivons 
de $ comme centre une circonférence qui passe par M. 
Elle sera orthogonale à (o) et à (o’), parce que S est le 
centre de similitude de (y) et (y’). Par conséquent, les 
deux points d’intersection p et q sont sur une droite qui 
passe par le centre de similitude directe C; de (0) et (o’). 
La ligne pq est, d’après une remarque faite au commen- 
cement de cet article, la projection d’un cercle de la 
cyclide. Ce cercle coupe le cercle commun aux sphères (y) 
et (y’), projeté sur MM’; car le cercle pg et le cercle MM’ 
sont tous deux sur la sphère S.-Or le cercle MM’ contient, 
comme nous le savons, les points de contact relatifs au 
plan bitangent. Donc ces points se projettent sur m1 où se 
coupent les deux droites pq et MM’. 
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SOLUTION DE QUESTIONS 
PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES. 


Question 656 


(voir 2° série, tome HI, page 274); 


Démontrer geométriquement que la division de la 
circonférence en sept parties égales se ramène à la tri- 


section de l’angle dont la tangente est égale à 3 V3. 
(Marrmew Cozrins.) 


On sait que l'inscription de l’heptagone se ramène à 
la résolution de deux équations, l’une du deuxième degré, 
l’autre du troisième. Or, la résolution d’une équation du 
troisième degré (qui a ses trois racines réelles) peut 
toujours se ramener à la trisection d'un angle. Ce sont là 
sans doute les considérations qui ont conduit M. M. Col- 
lins à la construction suivante, qu'il nous a communi- 
quée, et dont la vérification n'offre aucune difhiculté. 

* Soient AOA’ et BOB’ deux diamètres perpendiculaires 


l’un à l’autre; prenez du côté du point A’, O0’ — : OA; 
soit AE le sixième de la circonférence ; menez EC paral- 
lèle à AA et qui rencontre BB en b; du point O’ comme 
centre décrivez l'arc bFB' (le point Pb’ est sur BB’). 
Soit b D le tiers de cet arc. En prolongeant jusqu’à la ren- 
contre du premier cercle en Z une perpendiculaire abais- 
sée du point D sur AA’, l’arc AZ sera le septième de la 
circonférence proposée. P. 
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Question TA2 


(voir 2° série, t. IV, p: 429) ; 


Par M. L. LACAUCHIE. 


Le lieu des foyers des paraboles conjuguées à un 
triangle donné est La circonférence des neuf points de 
ce triangle. (J . GRIFFITHS.) 


Soit ABC le triangle; «, f, y les milieux de ses côtés; 
les droites By, y«, «5 toucheront les paraboles conjuguées 
an triangle ABC. Le lieu des foyers est donc le cercle 
circonscrit au triangle «fy, c’est-à-dire le cercle des neuf 
points du triangle proposé. 

Note. — Autres démonstrations par MM. Bauquenne, F. Richard, Elliot, 


Hatté, Niébylowski, Muzeau, Delaunay et de Viaris, Marmier, Viant, 
Rondot. 


Question TA43 


{voir 2° série, t. IV, p. 429); 


Par M. L. LACAUCHIE. 


Soient a’, b!, c' Les points auxquels les côtés d’un 
triangle ABC sont touchés par le cercle inscrit; par cha- 
cun des sommets À, B, C on mène une droite parallèle à 
l'axe d’homologie des triangles ABC, a’ b'c', et on dé- 
signe par x, y, z les points de leur intersection avec les 
côtés BC, CA, AB, et par p le pied de la perpendicu- 
laire abaissée du centre du cercle inscrit (a'b'c') sur 
l'axe d’homologie des triangles ABC, xyz : démontrer 
que la circonférence des neuf points du triangle ABC 
touche la circonférence inscrite (a'b'c') au point p. 

(J. Grirrirus.) 
Il est aisé de ramener cette construction à celle qui 
10: 
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fait l’objet de la Note insérée par M. Gerono, p. 221(1865). 
Les droites AH, BG, CM ne sont autres que les droites 
Ax, By, Cz de l’énoncé précédent. En effet, soient «, 





B, 7 les trois points qui déterminent l’axe d’homologie des 
triangles ABC et a'b'c'; on sait que « est le conjugué 
harmonique de a! par rapport à Cet B, donc les droites 
ya, ya’, 7C, yB forment un faisceau harmonique. Or M 
est le milieu de CN, donc CM est parallèle à af. Il en 
est de même des droites AH et BG. 

Le point N n’est autre chose que le point z; or H, G, M 
sont respectivement les milieux des droites Ax, By, Cz, 
donc xy coupe AB au point F par où passe la droite HG; 
de même yz coupe BC en E, et zx coupe CA en D, donc 
FP est l’axe d’homologie des triangles ABC et xyz. La 
Note démontre que cette droite est la tangente commune 
au cercle inscrit et au cercle des neuf points ; la proposi- 
tion est donc démontrée. | 

Une construction analogue s'applique aux cercles ex- 
inscrits. 
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Question 746 


(voir 2° série, t. III, p. 430 ); 


Par M. Merce BUSCO. 


Démontrer la relation 


RC NEA ; 
SIN — ° SIN — + SID — - - + Sin 
m 2m m m 
+ 
rte re 208% .…. (m—i1)x 
SIN — + SIN — ° SIN —.0: SIN ———— 
2m 2m 2 m 2m 


dans laquelle m est un nombre entier pair. 
(E. Carazan.) 
En posant sin a — z, on a (voir, par exemple, la 7ri- 
gonométrie de M. Serret), pour des valeurs paires de 
Ventier positif m, 





l m.m 
COS NA = I — Ze. 
L:2 
L(2m—2)(2m—4)...m..2, 
ZE 1.2.../ ! 
G ro (me + 2)( ) 
sin ma SIM. 9 
De Se Ne EURE AEMS 
mSina COS a T.2 


(2m— 2)(2m—4)...(m+2)(m— 2)... 
Er EL 


Es 


I —1 
z ; 


et, pour des valeurs impaires de m, 





[cosma 2 (reste 1) Crrbrag ie, 6 
cosa A, | Le 
(2m—2)(om—#4)...s 
(à) 1,2. .(m —1) | 
2 
sin”a (m+r)(m—1) Eu 
: mn = pr te 
sin & mans 
(am a)(onm 4h 


| A2 vs MT 
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Le rapport des coeflicients de z” et de z”7? dans les 
deux polynômes (1), c’est-à-dire m, représente le rapport 
renversé des produits respectifs des racines de ces poly- 
_ nômes ; et comme ces racines sont respectivement 


itÆ .3r 
CE SI = NCIS SIND - st 
2m 21m 


pe] 


4r 


.‘2r 
sin —;, Hsin-—,;,..., 
2m 27 
on en conclut la relation de M. Catalan qu'on obtient 
encore, dans le cas de m impair, au moyen des for- 

mules (2). 

En ayant égard aux relations ordinaires entre les coei- 
ficients et les racines d’une équation, on peut trouver 
d’autres formules, par exemple : 

m° Lt I I 
— = ————— —- © + ———————————— 5 
FU F A EE (m—1)x 


sin? - sin? : - 
2.1n 21m 2 








pour m pair; 
m° — 1 I 1 : 
canon" Houmeemer ee rune LIN Ur qu 


. T e. FT e. 
SIN? ° — SIN? * — SIN?» —— 
21m 2.1 2 m 


Le) 
Pr] 


pour m impair. 


Note. — M. de Virieu a démontré la même formule. 


Question 750 


{voir page 48); 


Par M. MARQUES BRAGA, 
Élève du lycée Saint-Louis (classe de M. Vacquant). 


St l’on fait la projection gauche d’une figure plane 
sur un tableau plan et si ensuile on fait tourner l’un 
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des deux plans autour de leur intersection commune, 
les deux figures demeureront toujours les projections 
gauches l’une de l’autre. (ABEeL TRANSON.) 


Il suñlit de démontrer le théorème pour une droite et 
une conique, projections gauches l’une de l’autre. La 
conique donnée passe par les points A, B’, {, y et par 
l'intersection de la droite donnée avec L. (Nous adop- 
tons les notations de M. Transon; voir t. IV, p. 385.) 
Or, si on fait la projection gauche après avoir fait tourner 
le tableau d’un certain angle, aucun de ces cinq points ne 
changera; la conique ne changera donc pas. 


Autre démonstration par M. Viant. — O étant un point du plan primitif 
et «, 8 les points où OA et OB rencontrent la droite L, le point O’ se trouve 
à la rencontre de x A’ avec BB’. Or quand le plan du tableau tourne au- 
tour de L, ces droites ont chacune deux points fixes dans le plan mobile, 
savoir « et À’, 8 et B’. Le point O’ reste donc toujours la projection 
ganche du point O. 
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(Tous les ouvrages annoncés dans ce Bulletin se trouvent à la librairie 
de Gauthier-Villars, quai des Augustins, 55.) 


XI. 


SPEzr. — Memorie... Notice sur un manuscrit grec du 


Vatican. In-8 de 16 pages; 1865. 


Ce manuscrit, déja signalé dans les Comptes rendus de l’A4- 
cadémie de Berlin par M. Parthey, est un in-folio du xir1° siècle 
et d’une très-belle écriture. Après avoir, dans une introduction 
de cinq pages, montré combien ilest beau et louable de répandre 
les monuments de l'antique savoir, ce qui assurément ne sera 
contesté par personne, M. Spezi donne le catalogue des ou- 
vrages, au nombre de quarante-neuf, contenus dans le manu- 
serit 191. On y trouve les noms de Euclide, Marin, Ptolémée, 
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Aristarque, Eutocius, Proclus, Aratus, Hipparque, Eratosthène, 
Aristoxène, Diophante (les six premiers livres), etc. Quelques 
explications seraient à désirer sur le contenu de certains opus- 
cules. Qu’ést-ce qu’un Valens d’Antioche, qui a fait une An- 
thologie astronomique en huit livres (Ovæaryros A’vrioyéws av- 
tonyièr, p. 89 à 104)? Plusieurs Traités paraissent n'avoir 
jamais été imprimés et appartenir à des auteurs dont on ne 
connaissait que le nom. Que renferment-ils d’intéressant ? 


XIE. 


Tortozint (BArnaBa). — ÆElenco... Liste des Travaux 
scientifiques de Barnaba Tortolini, Professeur de Cal- 
cul supérieur à l’Université de Rome, l’un des quarante 
de la Société Italienne. In-8 de 10 pages. 


Le mérite scientifique de M. Tortolini est connu de tous les 
géomètres. La présente liste constate la publication d’un ou- 
vrage séparé, les Æléments de Calcul infinitésimal, et de quatre- 
vingt-dix-sept Notes ou Mémoires insérés dans les: recueils sui- 
vants : Journal académique de Rome, Recueil de lettres et autres 
écrits relatifs à la Physique et aux Mathématiques, Journal de 
Crelle, Actes de l’Académie pontificale, Mémoires de la Société 
Italienne, Annales des Sciences mathématiques et physiques, 
Annales de Mathématiques pures et appliquées. M. Tortolini 
est né à Rome le 19 novembre 1808. 


Li 


XIIL. 


LamarLe (Ernesr), Associé de l’Académie royale de Bel- 
gique. — Vote sur les hélicoïdes gauches susceptibles 
de s'appliquer et de se développer les uns sur les 
autres ; détermination géométrique de la série des 
surfaces de révolution sur lesquelles peut s'appliquer 
un hélicoïde. In-8 de 16 pages. (Extrait des Bulle- 
uns de l’Académie royale de Belgique, 2° série, 


t. XIX, n° 4.) 
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XIV. 


Carazan (EucÈne), Associé de l’Académie royale de Bel- 
gique, Professeur à l’Université de Liége. — Note sur 
l’intégration d’un système d'équations homogènes. 
In-8 de 8 pages. (Extrait des Bulletins de l’Acade- 
mie royale de Belgique, 1. XXI, n° 1.) 


Soient les équations 


dx “A dy y dz à 
ax bytes ax+by+cz  ax+ b"y + cz 


(1) 


chacun de ces rapports est égal à 


(2) dx + \'dy + \”dz 
(al+a'X' +a"V')x+ (b1+ 0 + Bb y + (ci eX+ 77) 3 





Posons 
| 1 Vs # 

3) Ads 0 DS 2 CRE à D'LPDENLE b"\" 
| qe qu et 
f D Et cÀ ss c! \! Ta c”)” ie, $ 9 


on tire des trois équations homogènes (3) l’équation 


atsrs a! a! 


b b'—s b* 20; 

ë C CO —S | 
qui étant du troisième degré donnera trois valeurs s,, 5, s, 
pour s, et 1l en résultera des valeurs correspondantes À, }:, };, 


À, etc., pour }, ’, \’. Chacun des rapports (1) étant égal au 
rapport (2), ou 


I 
= d(ix + \y + 2"z), 
$ cs AE 
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quelle que soit la valeur de s, on aura donc 


I ! L ! s/ 
PS dI(hz+X,r +X\ 2) ce na AA ha + À, 2) 


=— dir +X, y + À), 
équations faciles à intégrer. 

Cet élégant procédé dispensera de recourir à la méthode 
générale qui consiste, comme on sait, à éliminer toutes les va- 
riables moins deux à l’aide d'un certain nombre de différen- 
tiations, 


XV. 
Van per MEnsBRUGGHE (G.). — Sur les propriétés de 
deux droites faisant avec un axe fixe des angles 


complémentaires. In-8 de 14 pages. (Extrait des Bul- 
letins de l’Académie royale de Belgique.) 


L'auteur appelle réciproques deux rayons vecteurs qui font 
avec l’axe des angles complémentaires, mauvaise dénomination, 
le mot réciproque ayant déjà un sens universellement admis. 
En prenant sur le rayon vecteur d’une courbe une longueur qui 
soit quelque fonction simple du rayon vecteur réciproque, on 
trouve une autre courbe qui a certaines relations avec la pre- 
mière. On arrive ainsi à quelques générations de courbes et à 
des énoncés nouveaux de théorèmes connus. Ainsi le théorème III 
de la page 13 revient à dire que la somme des carrés de deux 
diamètres perpendiculaires dans l’ellipse est égale à la somme 
des carrés des axes. Car la réciproque d’un diamètre n’est autre 
que la droite symétrique, par rapport à un axe, du diamètre 
perpendiculaire au premier. 


XVI. 
Beynac, Professeur de Mathématiques. — ZJraité d’ 4- 
rithmétique. In-8 de xvi-256 pages; 1865. 


« Les vérités mathématiques, dit l’auteur, se soutienneñt et 
se succèdent dans un ordre logique que l'analyse fait décou- 
vrir, Comme l'étude des Mathématiques ne peut être utilement 
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abordée que par des esprits droits et sérieux, /a méthode ana- 
lytique convient mieux que toute autre. Cette methode à le 
double privilége de ne pas nous retenir dans des limites étroites 
et de faciliter le développement des aptitudes scientifiques de 
ceux qui l’appliquent. Pour ces motifs, nous avons cherché à 
établir, dans la première étude des sciences, une marche ayant 
pour objet d’initier aux ressources de l'analyse, méthode 
dont le caractère est de donner aux principes le degré de géné- 
ralité qui leur est propre. Dès lors les règles du calcul n’ont 
plus rien d’arbitraire. » Comme M. Beynac ne nous dit pas ce 
qu’il entend par analyse (le mot est susceptible de trois ou 
quatre sens différents), il est bien difficile de juger si la mé- 
thode dont il parle mérite tant d’éloges. En fait, les avantages 
signalés appartiennent à toute bonne méthode quelle qu’elle soit. 
Mais nous ne voulons pas chicaner l’auteur sur une chose aussi 
peu importante qu’une préface. L'important est que l'ouvrage 
soit clair, méthodique, complet. Or il possède toutes ces quali- 
tés. Il se distingue en outre par un grand nombre d’exercices 
empruntés à l’arithmologie. 


XVII. 


Forrr (AncEeLo), professeur d’Algèbre et de Mécanique 
au lycée royal de Pise. — Lezioni elementari di Mec- 
canica, ad uso dei RR. Licei (Lecons élémentaires 


de Mécanique). Volume in-12 de 337 pages; 1865. 


Cet ouvrage est conçu sur un plan qui nous paraît excellent. 
L'auteur a su se tenir également loin de deux excès que nous 
avons vus régner tour à tour dans la direction des études méca- 
niques. Il ne prétend nullement réduire cette science à une 
abstraction pure, où les formules remplaceraient les expé- 
riences. Partout, au contraire, il invoque l'observation, soit 
pour préparer les développements théoriques, soit pour leur 
servir de vérification et en rehausser l'intérêt par des exemples 
pratiques. Mais il profite de l’occasion pour donner aux élèves 
un recueil d'excellents exercices de calcul algébrique, qui ne 
laissent pas pour cela d’éclaircir les théories de la science des 
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forces. Cela vaut infiniment mieux, pour l’enseignement élé- 
mentaire, que les recueils de. formules abstraites ou de pro- 
blèmes en l'air. FT 

Le seul reproche que nous ferons à l’auteur, c’est de n’avoir 
peut-être pas assez nettement séparé l’étude du mouvement en 
lui-même, ou la Cinématique, de l'étude du mouvement rap- 
porté à ses causes, ou de la Dynamique. Cette séparation, au- 
jourd’hui universellement adoptée en France, peut être consi- 
dérée comme une des causes les plus importantes des progrès 
récents de l’enseignement de la Mécanique. Du reste, 1l suffi- 
rait, pour parer à l'inconvénient que nous signalons, de faire 
quelques transpositions dans l’ordre des matières, ce qui ne 
peut offrir aucune difficulté à un professeur intelligent, 

Nous signalerons particulièrement à l’attention des lecteurs 
les démonstrations de l’expression du travail des machines et 
de l’isochronisme du pendule, où l’auteur a suppléé d’une 
manière simple aux connaissances du calcul infinitésimal qui 
manquent aux élèves. dit Hi 


CORRESP ONDANCE. 


M. Picart, à Paris. — « Vous me demandez une rec- 
üification au théorème sur les lignes géodésiques des 
surfaces ganches, que j'ai énoncé dans le Bulletin de la 
Société Philomathique, et que vous avez reproduit dans 
le numéro de décembre des Nouvelles Annales. 

» Je m’empresse de vous fournir quelques explications 
sur ce sujet. 

» Ayant appris de M. O. Bonnet qu'il venait de dé- 
montrer que lorsque deux surfaces gauches sont appli- 
cables l’une sur l’autre, les génératrices rectilignes de 
ces surfaces sont nécessairement des lignes homologues, 
je cherchai de mon côté une démonstration de ce théo- 
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rème remarquable qui comblait une lacune dans la théo- 
rie de la déformation des surfaces gauches. Voici la mé- 
thode que je suivis. Comme, dans la déformation d'une 
surface quelconque, la courbure géodésique des lignes 
tracées sur cette surface et la conrbure de la surface 
elle-même en chacun de ses points ne sont pas altérées, 
je me proposai de voir s’il existe sur une surface 
gauche des systèmes de lignes géodésiques le long des- 
quelles la courbure de la surface suive la même loi que 
le long des génératrices rectilignes. J’arrivai à une équa- 
tion qui me donnait. en chaque point, deux directions 
de lignes géodésiques satisfaisant à cette condition. Par- 
tant alors de ce fait, que sur les surfaces gauches du 
deuxième degré il y a bien deux systèmes de lignes 
géodésiques semblables, savoir les deux systèmes de gé- 
nératrices rectilignes, et poussé par un besoin trop 
prompt de généralisation, je me hasardai à conclure 
(sous toutes réserves) que ces deux systèmes de lignes 
géodésiques existaient sur une surface gauche quelcon- 
que. Je fis part de ma méthode en même temps que de 
mes doutes à la Société Philomathique en février 1864. 
M. O. Bonnet était présent. Au sortir de la séance, il 
me fit la remarque que l’analyse devait, en effet, indi- 
quer généralement deux directions de lignes géodésiques 
remplissant la condition ci-dessus énoncée, puisque ces 
deux directions existent sur les surfaces gauches prove- 
nant de la déformation des surfaces du second degré; 
mais que l’une de ces directions, pour être acceptable, 
était soumise à des équations de condition qui précisé- 
ment imposent à la surface gauche la nécessité d’être 
applicable sur une surface du deuxième degré. Je recon- 
nus bien vite la justesse de l’observation de M. Bonnet, 
et, pour la confirmer, je me mis à chercher les relations 
qui doivent exister entre les paramètres différentiels 
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d’une surface gauche pour que cette surface soit double- 
ment réglée. Je trouvai aïnsi trois équations encore iné- 
dites qui me permirent de faire la vérification désirée. 

» Ne pouvant assister à la séance suivante de la Société 
Philomathique, je priai M. Bonnet de vouloir bien pré- 
senter lui-même la rectification du théorème général 
que j'avais communiqué sous toutes réserves. Depuis 
lors, je ne m'en suis plus occupé, et grande fut ma 
surprise d'apprendre par vous, Monsieur, que l’énoncé 
de ce théorème avait été inséré dans votre estimable 
journal. Veuillez croire que si je m’en étais aperçu plus 
tôt, Je me serais empressé d'aller au-devant de votre dé- 
marche, et de vous fournir spontanément les explications 
rectificatives que vous m'avez demandées. 


» P,$8.— Permettez-moi, Monsieur, à cette occasion, 
de vous communiquer les conditions nécessaires et suffi- 
santes pour qu’une surface gauche soit doublement réglée. 

» Si l’on désigne par dp la plus courte distance de deux 
génératrices infiniment voisines et par do leur angle, 
par dp' et dw/’ les éléments analogues de la surface 
gauche conjuguée (c’est-à-dire de la surface formée par 
les perpendiculaires communes aux génératrices succes- 
sives), ces conditions sont exprimées par les équations 


suivantes : 
do AGE do! d'w 
D'ÉENEURE Bu DE ie oi}: 7 4 
1) dp  dp° dp dp? 


do\" d?o \? dp!' do’ [dow\: do do 
ef) (ER) (0) 


(3) (Te) SR+(E RAR) ol) 


0; 








dp} dp \dp dp  * p} dp 
. et do dw' dp' 7 (à Le 
(*) Les quantités bte sont ce que j appelle les paramètres dif- 


férentiels de la surface gauche. 








#0 le APE 
et intégrant, 
mt 
a) 1=T, 
(31) I de du 
(2 ; = — - » 
Mare ÿ/2: u + au? + bu — m° 
| a— ou) Vu 
3) RAT }Vae 


m 


a et b étant deux constantes. 


» Si l’on remarque que # est la cotangente de l’angle 7 
sous lequel la ligne de striction coupe la génératrice, cette 
dernière équation peut s’écrire 


3") coute —2u)Vu 
( “M m 


» De là on déduit la définition générale des surfaces 
réglées applicables sur les surfaces gauches du second 
degré. Elle est fournie par les équations (2’}, (3') dans 


# m L1 2 . . 
lesquelles u est remplacé par et qui deviennent ainsi 








(4) + fe (— er. a ROUE Bf P= x) 


ak — 2m 
5 A ie eh. 
) ; k Vmk 


» Dans le cas où la constante m est nulle, c’est-à-dire 
où la surface est un paraboloïde, ces deux formules doi- 
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vent être remplacées par 
DR 
(7) Pie Ve? — n° + d, 
n, cet d étant trois nouvelles constantes. 
» On peut déduire de ces formules diverses consé- 
quences géométriques intéressantes. » 





QUESTIONS. 


760. Etant donnée une surface du second ordre dont 
le centre est O, il y aura une infinité de tétraèdres con- 
Jugués par rapport à cette surface et en mème temps cir- 
conscrits à une sphère dont le centre est un point arbi- 
trairement choisi, C; si rest le rayon de la sphère inscrite, 
si Ï est le point d'intersection du rayon vecteur OC avec le 
plan polaire du point C, par rapport à la surface, on a la 


2 I de I a Fin CI 
a? b? “ie OMR OL’ 
24, 2b, 2c représentant les valeurs algébriques des 
axes de la surface du second ordre. (Pain vin.) 


relation 


761. Si la surface donnée est un paraboloïde, et I le 
centre de la section de la surface par le plan polaire du 
point C, on a la relation 


r° (: me =) =a,CL: 
P q 


2p et 2q étant les paramètres des sections principales. 
(Parnvin.) 
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NOUVELLE MÉTHODE POUR DÉTERMINER 
LES CARACTÉRISTIQUES DES SYSTÈMES DE CONIQUES (*): 


Par M. H.-G. ZEUTHEN (DE CoPENHAGUE ). 


I. — Exposé de la méthode. 


1. Nous adopterons dans ce travail les notations de 
M. Chasles, et nous supposerons connus les principes de 
sa méthode, tels qu’ils ont été exposés ici même dans le 
numéro de mai (p. 193). 

Nous désignerons par À le nombre des coniques d’un 
système (x, y) qui se réduisent à une droite double limitée 
à deux points, et par w le nombre des coniques de ce 
système qui ont un point double ou qui se composent de 
l’ensemble de deux droites. On aura donc (vorr p. 196) 


1 Qu — y; 
DEL VIENU 


d'où l’on déduit pour les caractéristiques d'un système 
les expressions suivantes : 


(1) es 


(21 +5), 


CC] = 


I 


121 v——(20+)). 


I 





(*) Ce Mémoire est extrait d’une thèse écrite en danois et inttiulée : Nou- 
velles contributions à la théorie des systèmes de coniques. In-8 de 98 pages. 
Copenhague, 1865. L'auteur a bien voulu, à notre demande, traduire la 
partie de cette thèse qui contient ses recherches personnelles. 


Ann. de Mathémat., 2° série, t. V. (Juin 1866.) 16 
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La détermination des caractéristiques d’un système dé- 
pend donc de celle des nombres À et & des coniques sin- 
gulières qu’il contient. 


Pour déterminer les nombres À et &, il s’agit de 
sur quelles droites sont situées les coniques 
infiniment aplaties, et quels points sont doubles dans les 
autres coniques exceptionnelles ; 2° quelles coniques sin- 


trouver : 1° 


gulières de la première espèce sont situées sur chacune 
des droites trouvées, et quelles’ coniques singulières de 
la seconde espèce ont à chacun des points trouvés un 
point double ; 3° combien de fois chacune des coniques 
singulières qu’on a trouvées est comptée dans les nom- 
bres À et 5. 

Les deux premières questions demandent la détermi- 
nation d’une droite et de deux points situés sur cette 
droite, ou d’un point et de deux droites passant par ce 
point. Les quatre conditions du système suffisent pour y 
répondre. 

La dernière question, où l’on cherche à déterminer le 
coefficient avec lequel chaque conique singulière entre 
dans À ou w, offre de plus grandes difhculiés. Nous com- 
mencerons par les systèmes simples dont les caractéris- 
tiques sont bien connues, pour nous préparer à vaincre 
les difficultés auxquelles donnent lieu les systèmes plus 
compliqués. 


Il. —— Détermination des caractéristiques des cinq SYS- 
tèmes élémentaires. 


. On peut déterminer ces Se ARTE par notre 
LEE en sachant seulement qu'il n’y a qu’une seule 
conique qui passe par cinq points donnés. 

Nous désignerons par p la condition de passer par un 
point donné, et par { celle de toucher une droite; les 
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systèmes élémentaires seront donc 


(Pis Pas Pa P)= (pl, v) 
(Pb Pi nPsa D EE 1) 
(Ps. Ps y E) Æ(p, 9") 
(D AU MANN TTES QU vin) 
à tue AR At à ne 


à, &’, N’, w/, etc., désigneront respectivement les valeurs 
de À et de & relatives à ces divers systèmes. 

4. Le système (p,, p+, ps, p.) ne contient, en général, 
aucune conique infiniment aplatie ; d’ sera donc égal à o. 
On peut faire passer trois couples de droites par quatre 
points donnés, et le système contient, par conséquent, 
trois coniques à point double. On aura donc w'— 3x, 
x étant un nombre entier et positif. Les formules (1) 
et (2) du n° 1 donnent 


es ATA Hi je, Me (25° +1) —=2x. 


3 


a 


Or on sait que p'— 1, puisque y’ est le nombre des co- 
niques qui passent par cinq points donnés. Donc aussi 
x=tr'etv"— 2, et 


(Pi15 Pr Ps5 Pi) = (ts 2). 


D. Le système (p:, P:, Ps, l) ue contient aucune co- 
nique infiniment aplatie ; donc = 0. 

Si la droite p;, p, rencontre la droite Z au point o, les 
deux droites p; p: et op; composeront une conique à point 
double qui satisfait aux conditions du système. Il y en à 
deux autres qui résultent d’une permutation des points 
donnés. Par conséquent 


4 


= La ir 


y étant un coefficient encore inconnu. 
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La substitution des valeurs trouvées de À” et &æ/ dans 
les formules (1) et (2) donne 


BY, Y=2y: 


Or u” est le nombre des coniques qui passent par quatre 
points donnés, et touchent une droite donnée, soit 
N (pis Pas Pas Pas L). Mais nous avons exprimé par y’ ce 
dernier nombre. Donc w” — y — 2, et, par conséquent, 
MA EURE AE 


(Pis Pas Des die 112; it 


6. Au système (p;, p:, Li, ) appartient une conique 
infiniment aplatie, savoir la droite qui joint les deux 
points donnés, et limitée aux points où elle rencontre les 
droites données, et une conique à point double composée 
des droites qui joignent aux points donnés le point de ren- 
contre des droites données. Donc 


1/22 1! 
RE 0 7e A Ie ME Ur 


z et u étant les coefficients qui indiquent combien de fois 
les coniques singulières entrent respectivement dans ?” 
et dans &” (*). 

En transformant le système actuel au moyen du prin- 
cipe de dualité, on res à un système de même espèce. 
On aura donc }”— 5", et par conséquent z — u. 

Les formules (1) et (2) donnent maintenant 


" 


e" = N(pi, ba ps, hs hj=v—= 





CN 


Bu NN MN EE: (pi UPS BP 


(*) Les équations ”= z et w”/—u n’apprennent rien sur }” et &”. 
Nous ne les écrivons ici que parce que nous aurons besoin des coefficients 
£ et u indépendamment de cette question. 
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7. Au système (p, L, L, L) appartient la conique in- 
finiment aplatie située sur la droite qui joint le point p 
au point de rencontre des droites /, et Z,, et limitée à ce 
dernier point et au point où elle rencontre la droite /,. fl 
y aura dans le système encore deux coniques aplaties 
analogues, mais aucune conique à point double. Donc 


VE SONT aile oi 


Au moyen des formules (r) et (2) on trouve donc 


Dune guy Vip 


ee 
Or 


LOEUN TE nl is Les à 


par conséquent 


DÉS SUN EE 2 
et 
(p;, dis bo b)=(4, 2). 


8. Au système (/,, L, l;, L,) appartiennent trois co- 
niques infiniment aplaties qui joignent deux des points 
où les quatre droites données se rencontrent deux à deux ; 
mais ce système ne contient aucune conique à point 


double. Donc 


el, par conséquent, 


Me EME EE 
Or 
B'=N(p, li, Lil, L)= = 2; 
donc 
EN KR MES PC OAI D PEUR PEN A A EE PAR a À 


Les caractéristiques des deux premiers systèmes élé- 
mentaires étant trouvées, celles des deux derniers au- 
raient pu être obtenues au moyen du principe de dualité. 
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9. Nous avons trouvé pour les coefficients x, y, z, u, 
v, s les valeurs 


Vpn = mes | à FF —=P — 2, 2 ES SES 


ce qui donne lieu aux propositions suivantes dont nous 
allons bientôt faire usage. 


On doit compter : 

Dans les nombres À qui correspondent aux systèmes 
élémentaires : une fois, toute conique infiniment apla- 
tie, joignant deux points où quatre droites données se 
rencontrent deux à deux, et limitée à ces points; deux 
fois, toute conique infiniment aplatie passant par un 
point donné et par le point de rencontre de deux droites 
donriées, et limitée à celui-ci et au point où elle rencontre 
une troisième droite donnée ; quatre fois, toute conique 
infiniment aplatie passant par deux points donnés, et 
limitée aux points où elle rencontre deux droites don- 
nées ; 

Et dans les nombres w qui correspondent aux mêmes 
systèmes : une fois, toute conique singulière composée de 
deux droites qui joignent deux à deux quatre points don- 
nés; deux fois, toute conique ayant un point double au 
point d’intersection d’une droïte donnée et de la droite 
qui joint deux points donnés, et composée de celle-ci et 
de la droite qui joint le point double à un troisième 
point donné; quatre fois, toute conique ayant un point 
double au point d’intersection de deux droites données, 
et composée des droïtes qui joignent ce point d’intersec- 
tion à deux points donnés. 


TI. — Determination des caractéristiques d’un système 
de conique qui touchent quatre courbes données. 


10. On peut regarder le mouvement d’une conique 
variable qui touche continuellement une courbe donnée 
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à volonté, comme composé d’une suite de rotations au- 
tour des points successifs de contact, ou comme une suite 
de glissements, sur les tangentes en ces points. On voit 
par là que les coefficients des coniques singulières du 
système actuel, qui ne dépendent que de la variation 
instantanée d’une conique qui satisfait sans cesse aux 
conditions données, sont les mêmes que ceux des coniques 
singulières des systèmes élémentaires. Les théorèmes du 
n° 9 donnent donc lieu aux suivants : 


On doit compter : 

Dans le nombre À relatif à un système de coni- 
ques qui touchent quatre courbes données : une seule 
fois, toute coniqüe infiniment aplatie joignant deux 
points où les quatre courbes se rencontrent deux à deux 
et limitée à ces points ; deux fois, toute conique infiniment 
aplatie touchant une courbe donnée, passant par un 
point de rencontre de deux autres des courbes données 
et limitée à ce point et à la quatrième courbe (*) ; quatre 
fois, toute conique infiniment aplatie touchant deux 
courbes données et limitée par les deux autres ; 

Et dans le nombre w relatif au méme système : une 
fois, toute conique singulière composée d’un couple de 
droites dont l’une touche les deux courbes données, 
l’autre les deux autres; deux fois, toute conique ayant 
un point double à l’un des points où une courbe don- 
née rencontre une tangente commune à deux autres, 
et composée de cette droite et d’une tangente par le 
point double à la quatrième courbe; quatre fois, toute 
conique ayant un point double à un point de rencontre 
de deux courbes données, et composée de deux tangentes 
menées par ce point aux deux autres courbes. 











(*) C'est-a-dire à Pun des points où elle rencontre une quatrième courbe, 
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11. Dans ce qui suit, nous désignons par C,,, la condi- 
tou de toucher une courbe de l’ordre m et de la classe n 
ayant d points doubles, d' points de rebroussement, £ tan- 
gentes doubles, et £’ tangentes d’inflexion (*). Nous appel- 
lerons aussi la courbe elle-même C,,. Les différentes 
courbes seront distinguées par des indices. Le système qui 
nous occupe sera donc représenté par 


CU ACTOR MRONEN 
( Mi, Ia; Ha? mysns9 msn]? 


Pour trouver les nombres de coniques singulières qui 
appartiennent aux différentes classes nommées dans le 


(*) Ces nombres qui sont entiers et positifs satisfont encore à trois 
équations indépendantes l’une de l’autre qu’on peut écrire de la manière 
suivante : 


(D) n—m(m—1)—2d—3d, 
(I) m—n(n—1i)—2t—31, 
(HT) 2(d—t)=(m—n)\(m+n—)9). 


On peut remplacer une de ces trois équations par la suivante qui en ré- 
sulte 


(IV) d'—t"—53(m—n). 
Au lieu des équations (III) et (IV), on emploie souvent 


t'—3m(m—2)—6d—8 d’ 
ou 
d'=—3n(n—2)—6t—84, 


qui, avec (1) et (IL) fournit le système d'équations qui portent le nom de 
M. Plücker ( System der analytischen Geometrie, p. 241-270; Berlin, 1835 ). 
Les équations (III) et (IV), dont l’usage nous sera plus commode que ce- 
lui des deux dernières équations de M. Plücker sont déduites de son sys- 
tème d’équations. 

Dans ces équations, un point multiple de l’ordre r compte pour 
ii) points doubles, une tangente multiple de l’ordre r pour purs S 1) 
tangentes doubles. 

Dans la discussion actuelle, il ne sera question que du degré m et de 
la classe n des courbes. C’est pour les discussions suivantes que nous 
avons introduit les autres nombres. Y 
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n° 10, il faut se rappeler que deux courbes des ordres m, 
et mn, ont m,.m, points de rencontre, et que deux courbes 
des classes 7, et n, ont n,.n, tangentes communes. 
Le nombre des coniques infiniment aplaties de la pre- 
mière espèce (nommée dans le n° 10) sera donc 


Mi Mae Ma Ms À D Ms Mo M + MM Mo Ma = 3 M Ma Ma Mie 


Celui des coniques infiniment aplaties de la deuxième 
espèce, sera 
My Mae a M3 + M Mo eee Ms + Mi Mao os Ms + Mi Mae lé « Ma 

+ M Mg ie Ms Mi Mg se Ma + Ma Me Pi Ma 

+ Mo Ms se Ms + Ma Mol M3 + Ma Ms 3e M, 

+ Ma Ms Mo + M3 Mi Po M 


Oil Ms lie 


Celui des coniques infiniment aplaties de la troisième 


espèce sera 
Ai No. M3 Ms + Ni se Mo M3 + Ni ls MaoMz 

+ Po Nyse Mie Ms + Ha se Mi Ms + Na ge Mie Ma = ZM Mo la lie 
Par conséquent, 

À = 3m, m2 mam, + GEm, mm; 14 + 4>m Ma Na Née 
De même on trouve, au moyen des théorèmes du n° 10 
sur les coniques à point double, 
o— 3ninnn, + 6>2minn;n, + AEmiminsn. 

La valeur de 5 résulte de celle de À par une permuta- 

tion des lettres m et n, ce qui est aussi une conséquence 


du principe de la dualité. Car en transformant par ce 
principe le système actuel, on trouve un nouveau système 
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de coniques qui touchent les quatre courbes homologues 
aux courbes données. 

En substituant les valeurs trouvées de À et de & dans 
les formules (1) et (2) du n° 1, on trouve 


= 2mimim;m+ AEM mm;n 
+ AM, Mo las + 2 EM No lls 4 À Pi lo 3 ls 
(34) 
V— M MM; M, + 2ÈMi Me Mal, 


+A4Emimnin, + AEminRnsnR + 2; Rnsn. 


Ces valeurs de p et v satisfont donc à la relation (*) 
(36) HLinaues Ds pl Chan Con )=\1L v). 


Les formules (34) sont encore vraies lorsque l’une des 
courbes données se réduit à une droite ou à un point, 
m et n prenant respectivement les valeurs de 1 et de o 
ou de o et de 1. 

Lorsque CC, est une courbe générale de l’ordre m, 
c'est-à-dire une courbe de cet ordre dépourvue de points 
doubles et de points de rebroussement, 2 prend, selon la 
formule 1 de M. Plücker (**)}, la valeur m(m —1). 

Ces substitutions donnent lieu à beaucoup de corol- 
laires. 


IV. —— Determination des caractéristiques d'un système 
de coniques qui ont un contact double avec une 
courbe donnée et des contacts simples avec deux 


autr'es. 


12. Désignons par 2C,, la condition d’un contact 





(*) Les formules (3) résultent de Ia formule générale et du corollaire 
du théorème LXXV, donnés par M. Chasles dans les Comptes rendus de 
4"Académie des Sciences, du 1°T août 1864. 2 


(**) Voir l’avant-derniere note, 


(où | 
double avec C,,, alors le système sera représenté par 
RE Cl 

Les théorèmes du n° 10 ont encore lieu dans ce cas- 
ci, où deux des quatre courbes coïncident. Seulement il 
faut regarder les points et les tangentes doubles de C, 
comme des points communs et des tangentes communes 
aux deux courbes qui y coïncident, et l’on doit se rappe- 
ler qu'une tangente de C,,, rencontre encore la même 
courbe en m — 2 points, et qu'on peut, par un point de 
la courbe, y mener 7 — 2 tangentes, outre celle qui la 
touche en ce point. 

Cependant le système actuel contient encore d’autres 
coniques singulièrés. Lorsqu'une conique infiniment 
aplatie est tangente à la courbe C,., quatre points 
d’intersection coïncident au point de contact, dont deux 
appartiennent à chacune des deux branches coïncidentes 
de cette conique singulière; mais les deux points d'inter- 
section de l’une des branches sont séparés de ceux de 
l’autre, et la courbe C,,, n’est en général touchée que par 
l’une. Un seul cas faitune exception, celui où la tangente 
de C, , qui renferme la conique infiniment aplatie est 
une tangente d’inflexion. Alors la conique singulière peut 
ètre regardée comme la limite d’une conique dont les 
deux branches qui tendent à coïncider, ont chacune avec 
Cy,n un contact et une intersection qui tendent à coïnci- 
der au point d’inflexion (*). On voit donc que toute co- 
nique infiniment aplatie située sur une tangente d’in- 
flexion de C,, et limitée par les deux autres courbes 
données appartient au système. Nous supposerons que le 
nombre de ces coniques singulières dans l'expression de À 





(*) Si la conique est réelle, C 
branches de cette conique et touche FPautre; puis, après l’inflexion, elle 


avant Pinflexion, coupe lune des 


m,n? 


touche la première et coupe la seconde. 
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est multiplié par le coefficient x que nous déterminerons 
plus tard (*). 

Il n’est pas nécessaire de chercher séparément les co- 
niques à point double du système, puisque le principe de 
dualité peut servir à déterminer ©, si l’expression de À 
est connue ; Car le système qu'on trouve en transformant 
par ce principe le système actuel sera de la même espèce. 
Seulement les courbes que doivent toucher les coniques 
seront remplacées par leurs réciproques. On trouve donc 
& qui est le À du nouveau système, par une permutation 
dans l’expression de À des lettres m etn, dett, d'ett'. 

Pour plus de clarté, nous écrirons séparément les dif- 
férentes parties de À avec leurs coefficients respectifs : 


AZ 1(dm, m,-- mm, .mm) 
+ 2.[ da, m, + dn;m, + mm,.{n — 2)m, 
+ mm.n(m— 1) + mmi(n— 2)m, 


+ mm hi (mi) + mimin(m—2)| 
+- g.| om M, + nn, (m— 2)m; 


mim—1)lt 
+ AN ( M — 2)M + NN —— 
2 
+ xt! mi Mae 


CPE 


(* ) On doit chercher avec soin s’il n’y aurait pas, dans les systèmes dont 
on s'occupe, plusieurs coniques singulières autres que celles qui se présen- 
tent par elles-mêmes. Dans le système actuel, on pourrait croire en trou- 


ver renfermées dans les tangentes aux points de rebroussement de C,,, 
» 


7 


et limitées par GC, , etC,,,,; mais alors, selon le principe de dualité, 
les coniques ayant des points doubles aux points d’inflexion de C,,,, a 


raient avec elles un contact double, ce qui n’a pas lieu évidemment. 


u-— 


Du reste, quand on ne sait pas décider si une certaine espèce de co- 
niques singulières appartient à un certain système, on doit introduire 
dans l'expression de À ou de 5 leur nombre multiplié par un coefficient 
indéterminé qui doit être entier et positif. 


l'add?) 
En faisant la permutation indiquée, on trouve 
m— I({.n,2; + nn.nn:) 
+ 2.{émin, +tm;n, + nnlm—2)n; + nnim(r —1) 


+ an;(m—02)n, + nn; m(nr—1)+nn;m(n—)] 


+ 4.| an A + MM(n —2)7: 


n(n—1) 
+ mm(r—92)n, + mim: RSR: 


He æ.d'r 1. 


Les trois premiers termes de & représentent les coni- 
ques à point double mentionnées dans le n° 10. Le der- 
nier terme représente les coniques qui ont des points 
doubles aux points de rebroussement de C,..,, et qui sont 
composées chacune d’une tangente à GC, ,. et d'une tan- 
gente à dure Cette nouvelle espèce de coniques à point 
double, correspond à la nouvelle espèce de coniques apla- 
ties que le système actuel contient. En réduisant les ex- 
pressions trouvées, On aura 


1= mm; (m'+Gmn—8m—An+d+ht+x.t) 
+2(minr + mn)(m,+2mn— m— 4nr+d) 
+o2nn.m(m— 1), 

o—mn(r + Omn—8n—4m+t+Ad+x.d') 
+2(min + min) (nr +omn-—n—4{m+t) 


+ omimin(n—1) 


En substituant ces expressions dans les formules (1) et 
(2) du n° 1, on trouve 


p—=p’mim;t+p"{(m nr + Min)+p'rim, 


y —=v” mm; +” (rm Na + Mani) + VA LEE E 
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où 
I 4 
p— (4m + Gmn+ n— 8m —8n +t+4{d+xd'), 
Fe (2m? + Gmn + n° — 6m —on ++ 24}, 
p"— = (mt + Gmn+n— 8m — 5n +At+ xt + d), 


(m?+ Gmn + n°— 5m—8n+t+4d+xd'), 


(me? + Gmn + 2n°— Om 6.415 4 d) : 


LS IN CID CID Cl] 


Je 5 (m2 + Gmn + {n'— 8m — Sn + At + at! + d). 


13. Pour avoir la signification de p', p”, pm”, v', vw 


et v”, remplaçons successivement C.,, et G,,,». par 
deux points, par un point et une droite ‘et par deux 
droites. 
Cun, et Cu, ,n, se réduisant à deux points, on a 
Ni UNI O0 MELON EUIT ES 1: 


“ 


et, par conséquent, 
Le Le == v. 
Cu, ,n, Se réduisant à un point, C,.,,,, à une droite, on a 
Mae 0 We» IS 
et, par conséquent, 
SL 
Grnel CC, sesréduisantia deux droites, on a 


Mila Les COR: ÉMIS. Q 


et, par conséquent, 


Wat) 

u!, w/, ete. sont donc les caractéristiques des systèmes 
de coniques qui, satisfaisant à la condition d’un double 
contact, satisfont en outre aux conditions élémentaires de 
passer par des points et de toucher des droites. M. Chasles 
appelle aussi ces systèmes élémentaires. 

Cette circonstance sert à la détermination du coefh- 
client x, car 


Il 


Ï 


» N (2Cnn Pis Pa | 1 PAR 
v” N Ce P:; l, L) — KL 


La première de ces équations s’écrit 
P q 


m° + Gmn + nr°— 5m—8n+t+4d + xd 


— 2m? + Gmn + nr? — 6m — O2+t+2d 
ou 
xd'—= m (me —1)— 2 — 24. 


Or, selon l’équation (1) de M. Plücker (p. 248), 
3d'— m(m—1)—n—2d. 


Par conséquent, 


L —213. 
L'équation »”— y” donnerait le même résultat. 


14. En substituant x — 3 dans les expressions irou- 


vées dans le n° 12 pour p/, w/ etc., et réduisant au moyen 
des formules de M. Plücker, on trouve 


mp 2m(m+nr—3)+ 1, 
CAEN RTE 

(Ga) pv = 2m(m+on—5)+or, 
Di y = on(omtr—5) "ad, 


1 


Y'— 2n(m + n— 3)+ d. 


Pour donner à cesexpressions la forme la plus simple, 


nous y avons gardé les quatre nombres m, n, det t dont 
chacun dépend des trois autres. 
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Les valeurs (4a) satisfont aux relations suivantes : 


| 


(2 Cons Cmi,n9 Cm,n,) = pmim+ u'(min,+ mn)+punin, 


mimi {mini mins) + ri R2)], 


b f ! / 

. (2 Cn,n Pi» P={(pS DA PS À 
(2C 5 P; Le (u”, v”), 
(SC 1 AE ae ve 


Dans le cas où C,,, est une courbe générale de l'ordre m, 
d = d'— 0, et, selon les formules de M. Plücker, 


n=mim—1), t—= = m (1m —2)(m— 0), t'—3m(m—2), 


les formules (4a) seront remplacées par 


I 


APRES LT den f 2". = \ 
LES > mm 1)(m°+ 3m — 6), 
(4 c) {pu v"—= m(m—i)(m+ 3m —8) 
p— "= 2m {(m—1)(m+ m— 5), 
| v/—om(m—1)(m— 3). 


/ 
m1 donne LL Lis ee VV ==V te 0; 


| 4 4 RS | donne Li Lo dE y! DE y! — y — À. 


15. Dans le n° 13 nous avons trouvé pour le coeffi- 
cient x la valeur 3; ce qui donne lieu aux théorèmes 
suivants : 


On doit compter dans le nombre À relatif à un sys- 
tème de coniques, qui ont un double contact avec une 


(*) M. Cremona a résolu le même problème. Le savant géomètre y em- 
ploie, à côté d'autres moyens, le nombre 1 du système (2C,,,, p,, p,). La 
différence de ses résultats et des miens n’est qn’apparente, les uns pou- 
vant se déduire des autres au moyen des équations de M. Plücker (voir 
les Comptes rendus de l’Acadérnie des Sciences, du 7 novembre 1864 ). 


ph 
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courbe C,. et des contacts simples avec les deux autres 
\ 
poto et CG. :..: 

Trois fois, toute conique infiniment aplatie située sur 
une tangente d’inflexion de C,,, et limitée par les deux 
autres courbes ; 

Et dans le nombre w relatif au méme système : 

Trois fois, toute conique ayant un point double con- 
fondu avec un point de rebroussement de C,,, et com- 
posée de deux tangentes menées par ce point aux deux 
autres courbes. 


V. — Détermination des caractéristiques des autres sys- 
tèmes de coniques qui ont avec deux courbes données 
des contacts du premier ordre, simples, doubles ou 
multiples. 


16. Nous aurons à trouver les caractéristiques des 
systèmes suivants : 

(2Cmn 2Cm,,n,) dont les coniques ont des doubles 
contacts avec les courbes ©. et CG. ,, (*); 

(3 Cr ns On, ,r,) dont les coniques ontun contact triple 
avec Ch, et un contact simple avec GC ,, ; 

(4C»,n) dont les coniques ont avec GC, un contact 
quadruple. - 

Ces systèmes ne contiennent de coniques irrégulières 
que celles qui sont nommées dans les n°° 10 et 15, avec la 
seule différence qu’à présent plusieurs courbes ont coïn- 
cidé. Pour déterminer les nombres À et 4, nous n’aurons 
donc qu'à employer les théorèmes contenus dans ces nu- 
méros. 


(*) MM. Chasles et Cremona ont donné le moyen d'exprimer les carac- 
téristiques de ce système au moyen de celles des systèmes élémentaires de 
coniquesquiontavec CG, et C,, ,, séparément un double contact (Comptes 

Q ) ? 


rendus, 22 août et 7 novembre 1864 ). 


Ann. de Mathémat., 2° éérie, t. V. (Juin 1866.) 17 
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17. On trouve pour le système (2C,,, 2C,, ,»,) 


VUS Lu à mm,(mm, — ? | 
2 


+ 2{dni(m—2)+ din(m—2)+mmi(r—2)(m—A1) 
+ mm (ri —2)(m —i)] 


\ is 4 E mi( ra) re À m(m 1) nn (me — (m2) | 


2 2 


bu pes _—. en |, 


nn (nn; —1) 1]. 
in met | SEP DTA 100 3) 


+ 2{im(n—o2)+tm(n—2)+nn(m—2)(nr—1) 
+ nn (m—2)(r — 1)] 


+ 4 Ë PP CE 4 Neue D CEE | 





2, 3.1 
LE pur +d" a(r — ? | ; 
2 au 


Fe substituant ces expressions dans les formules (à) 
on trouve après une réduction assez longue (*) : 


+[m(m+on— 5)+el[re(m +on, —5) +4], 


Y => (m—1)m,(m, —:1) 


(me — 1) —n(R—1)]{ mime, —1)—ri(ri—1)] 


(2); 
p=>2 (r—1i)r(r— 1) 
—>n| (nr— 1)—m(m—i)]{ri(r, —1)—mi(mi—1)] 


ve (a+ om—5)+d][r(r, am —5)+d]. 





(*) Cette réduction et d’autres qui suivent se font au moyen des équa- 
ions de M. Plücker (page 248) et ont pour but de donner aux expres- 
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La signification de ces valeurs de p et de y s'exprime 
par le symbole suivant, 


(5 b) Rae, 2 Cadn, 1 (pe v). 


Si Cet GC, », sont des courbes générales des ordres mi 
5 or ( 
et 71, On sait que 


I 
n—m(m—1), d—0, tm (m — 2) (mm? — 9), 


I 
= MA +1). dE, a mm 2) (mi — 9); 


les formules (54) seront donc remplacées par les si- 


vanies : 
p= 7m (on 1) (mm — 1) 
XX [mn (mm + 3)mi(m; + 3)— 2m(31Im + 13) 
Lx 3 |, 
AN À 2m (3m +13)+ 58] 
y on (m—1)mi(m, — 1) 


X [{m?+ 3m — 8)(m°? + 3m, —8) 
— 2{2m — 3)(om —3)+1]. 
OUEN TOUT], OH LTOUVe  —Y— 0. 
Pour ton troquyen ty 16 {Ÿ), 


18. Pour déterminer les nombres À et & du système 
(3Cun> Cnyyn, > On doit se rappeler qu'une tangente dou- 
ble rencontre encore la courbe C,,, en m — 4 points, une 








sions trouvées la forme qui me semble la plus simple et la plus com- 
mode, Comme elles ne contiennent rien de nouveau, je me borne à indi- 
quer leurs résultats. On peut voir la justesse de ces résultats en substi- 
tuant les expressions trouvées dans les équations 


2u—v—=)À et 2», —u—=TS. 
(*) Dans ce cas particulier, le système se divise en trois systèmes par- 
tiels dont chacun a ses caractéristiques égales à 2. ( Poncezer, Traité des 


Propriétés projectives, n°98 4?T et suiv., dans la nouvelle édition; voir aussi 
Cnasies, Traité des Sections coniques, n9 497}. 


17. 
4 
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tangente d’inflexion en »—3 points, et qu'on peut, parun 
point double de C,,, faire passer 2—4 tangentes, et par 
un point de rebroussement 7 — 3 tangentes, outre celles 
qui ont ces points pour points de contact. On trouve donc 
À =tdinm 


+ 2.[d(r —4}mi+ dn;{m — 2)+ mmi(n — 2)(m — 3)] 
+ AECE 4m, + nn; (rer Ai ? | 


5) 
+ 3.4! (mn — 3)m,, 





GI = I LVLIt) 


+ 2.[é(m — An; + tmi(r — 2)+ nn (m— 2)(n — 3)] 
+4. [ar — À)n, + mm, (Rien ALES ? | 


2 
+ 3d'(n—3)n.. 





En substituant ces expressions dans les formules (1) 
et (2), on trouve, après réduction, 


// ! 
LU M + .n; 


VEN oh, 0 cf: 
où 
| = = [am + 6mir — m — 30m? — 18mn 
+ 137? + 84m — 4an 
+ (6m + 3n — 26)r|, 
p'=v=z|(m +a)[—(m+n)}—17(m+nr)+48] 
(6a) + 4mn[3(m +n)—13] 


+ 2(d+t)[3(m+z)— 20]|, 


I 
= [— m° + Gmn?+ 275 + 13m? — 18 mn 


— 3on°— {am + 84n 
| + (3m + 6n — 26)d]. 


( 261 } 

En posant d'abord m, = 0, n, = 1, et ensuite m, = 1, 
2,—=0, on remplace la courbe successivement par un 
point et par une droite. Dans le premier cas, les carac- 
téristiques du système deviennent y! et v’, dans le second 


u” et y’. On aura donc 
(3 Cnns Cm nr )=(t"m+pa, v"m + v'n;) 
(6b) (3Cmns P) = (> v'}, 
AC A ue 7) 
Si C,, est une courbe générale de l’ordre m, les for- 
formules (6a) se réduiront ar la substitution de 
> P 


n—=m(m—i1), d—0, t=>m(m— 2) (m°— 9), aux 


suivantes : 


ne am (m — 2)(mt+ bm— 17m— Agm + 108), 


HART OM gun (me — 2)(m+ 5mi— 23 m°'— 25 m +90), 
Y— mm — 2) (2m+ 4{mi— 28m°— 11m + 63). 


3 
= On anna ut — 0. 
PR On ArA D —i0 LV 2400 —49("). 
19. On trouve pour le système (4C,, ,), 


À TN SR NR PT CU EE PE NES 


Mn — 3) (m — 4), 


+ 3.t . 
DES - Aa 2.t(m — 4)(n —4)+ Pt amet 


a) 


(*) Dans ce cas, le système se divise en trois autres où p'—#4, p"—»=8 
et v”— 16 (voir un Mémoire de M. Hesse dans le Journal de Crelle, 
t. XXXVI, p. 143 ct suiv.). 
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d'ou 
Le fa (m = 3)(m—4)(n— m7) 
+ (nr —3)(n—4)(m—m—n) 
+ 4t(m— 11m +98) + 2d(7?— 117 + 28) 
nd) +(2d+t){4(r — 4)(m Ali] édit 2}, 
y = Z|( — 3)(m—4)(n?— m—n) 
+2(r— 3)\(r—4)(m— m—n; 
+ot(m—1im+28)+ Ad{(n— 117 +28) 
+ (d+ 26)[4 (re — 4){n—4)—1]+d+ 08. 
el 
36 (ECon)= (ie ») 


Si C,,, est une courbe générale de l’ordre m, 


pq — 2.) (mm — 3)(m$ + omt— 15m° 
— 225 m+140m + 1050), 
(7e) 
y = m(m — 2)(m = 3)(m+ om —217m" 
I 


\ — 153m?+ 190m + 546). 


Pour m=— 2ou m=—3,onaurau=y—=o. 
Pour m—= 4, on aura 126,9 = 20218R 


(*) Dans ce cas, le système se divise en soixante-trois autres (voir un 
Mémoire de M. Hesse dans le Journal de Crelle, t. XLIX, p. 270). Les co- 
niques d'un système partiel, dont les caractéristiques sont 2 et 4, appar- 
tiennent à un même réseau du premier ordre, ce qui donne lieu à plu- 
sieurs analogies avec les droites tangentes à une conique (ce que j'ai 
montré dans le Journal de Mathématiques de Copenhague, p. 154 ; 1863). 


(La suite prochainement.) 


“ 
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A RE EE Do a 


NOTE SUR LES FONCTIONS DE STURM ; 
Par M. Pu. GILBERT, 


Professeur à l’Université de Louvain. 


Soit 
Mie DT CS Et Pre 10 


une équation de degré n; soient a, b,..., l ses racines, et 


RP Lt! + Bo AI HE VOLS He, + ho, 
ie —— À} om d — Ori —+ YA nerS fo. —+ À 


Bees ele ei SU ele le le) eue leletela/ its à € © + © se © » © © à © © 


Ry_ — Xn—1 Li. mL Br ÉD Te Yi “AM HART Xe 


n fonctions de degré 7 — 1 se déduisant toutes de la pre- 
mière R;, laquelle n’est autre chose que la dérivée X, 
de X, par la suite d'équations 

BR, _—— TE pdd 4; X, 

R; == 2 xR, oi x X, 


Duo ren Ste ŒÙ où = Slels le » 


RE = xRE: 0 2: X. 


Toutes ces fonctions R;, se calculeront donc avec une 
grande rapidité, et l’on a d’ailleurs 


RS X. 





Cela posé : 


1° On aura en général 


aies > a". 


En d’autres termes, les coefficients à,, #1,..., 4,1 sont 


(264) 
les sommes des puissances semblables des degrés 0, 1... 
n — 1 des racines de l’équation proposée. 


2° En appelant X, X,, X,,..., X, les fonctions de 
Sturm, ou plutôt celles de M. Sylvester, qui n’en diffè- 
rent que par des facteurs constants positifs, nous aurons 


X: =R, EE? Le AE —- Gr + Ce + ho 


a ENT TA 
x, — | 0 Bo o 


| Gis 0 Br MP RL EN, | 


Lis us 0 LPS + SERA 
XI, B:, ACT HT RS AU CR 
CAE B:, Va T He. TE À 
et enfin 
Ge Bus VD Jen 3 À 


arabes ATLAS À: 


eds lei àLIR Vo. de je sde 2 le Dpt o ve En» 


Ces formules fournissent un moyen facile à retenir, et 
très-rapide dès que l’on a un peu l'habitude du calcul 
numérique des déterminants, pour obtenir les fonctions 
sturmiennes par de simples multiplications. Elles per- 
mettent même, aussitôt que les fonctions R; sont calcu- 
lées, d'écrire immédiatement le terme affecté d’une puis- 
sance quelconque de x, dans l’une quelconque ‘des 
fonctions X,;, indépendamment de tous les autres termes. 
Les formes diverses données par MM. Sylvester, Cayley, 
Brioschi, Hermite se déduisent sans peine des formules 
précédentes, ainsi que les expressions des facteurs par 
lesquels il faut multiplier les fonctions X; pour passer 
aux fonctions de Sturm. | 


3° Le dernier terme H de l'équation aux carrés des 
différences des racines de l’équation X = 0, ou le pro- 
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duit de ces carrés, se déduit aussi du calcul des fonc- 
tions R;, puisque l’on sait (Journal de Liouville, 1. VII, 
p. 368) que ce dernier terme ne diffère pas de la der- 
nière fonction X, de M. Sylvester. On a donc 


A0 s DS ee lo 


de se) es 1e pate iey etait ele dun 


Xn—1 9 GE MR AXE 


Appliquons cette méthode à l'équation du troisième 
degré 


LUPEPTL EH. GR ET 0; 
il vient immédiatement 


R = 32? + 2px + q, 


R, = — px! — 2q9x — 3r, 
R,— (p— 29)at + (pg— 3r)&+pr 
d'où 
Sc Meet LAN 1: tre œ (hrs 2q 
H—= | 2p, —29, pq—3r | — |.2p, 2q, pq +3r 
Jar pr gs 57, 2pr 


= 18pqr — 277 + pq? + Apÿr — 4 q+. 
De même, l'équation du quatrième degré 
NAT pas Æ qi FIXES —O 
nous donnera 
R= £a + 3pxr? + 2qx + r, 
R= — pri — 2q2x? — 3rx — 45, 
R=(p?—2q)a + (pq — 3r)a* + (pr —4s)x +ps, 
Ra=[(p9 —3r)—p(p—2q)la +{pr—4s— q(p— 29) 
+ [ps —r(p— 2q)lx — s(p— 29). 
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En formant le déterminant H et opérant les réductions 
bien connues, 1l vient de suite 


A VIN p: 24; 3r 
3p, 29, pq+3r, 2pr+4s 
29» 37, 2pr+4s, 3ps +qr 
TNA S, 3ps, 2q$ 


il reste donc simplement à développer ce déterminant. 
Ce procédé pour calculer le dernier terme de l’équa-. 
tion aux carrés des différences semble offrir sur les autres 
(Serrer, Algèbre supérieure, 2° édit., p. 30 et 452) l’a- 
vantage d’être facile à retenir, de s'appliquer directement 
aux équations numériques, et de ne point exiger que l’on 
forme d’abord ce terme, pour toutes les équations de 
degré inférieur à 7, avant d'arriver à l’équation de 

degré 7. 
(Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 12 février 1866.) 


QUESTION D'EXAMEN ; 


Par M. A. P., 
Elève de l’École Polytechnique. 


ren 


Les six normales menées par un point à une surface 
du second degré se trouvent sur un cône du second 
degré. 

Cet énoncé constitue un théorème, car cinq droites 
suffisent pour déterminer un cône du second degré. 


Remarque. — Le diamètre passant par le pied d’une 
normale à la surface est le conjugué du plan tangent en 
ce point. On en déduit cet énoncé nouveau : > 


Les six normales à une surface du second degré, 


( 267 ) 
menées par un point, se trouvent sur le cône des droites 
issues de ce point et telles qu'elles rencontrent le dia- 
mètre conjugué aux plans qui sont perpendiculaires à 
ces droites. Ç 

Le cône est du second degré, car il coupe un plan prin- 
cipal de la surface suivant une courbe du second degré. 

Les constructions employées en Géométrie descriptive 
pour trouver les traces d’une droite nous fournissent les 
éléments de la démonstration qui s'appuie du reste sur 
les principes généraux de l'homographie et sur les deux 
lemmes suivants: 

Lemme I. — La projection d’un diamètre sur un plan 
principal et la trace du plan diamétral conjugué sont 
deux diamètres conjugués de la section principale. 

Lemme Il. — Dans le plan d'une conique, le lieu des 
intersections d’un diamètre avec la droite perpendicu- 
laire à son conjugué, issue d’un point fixe, est une hy- 
perbole équilatère passant par le centre de la conique et 
par de point fixe et dont les asymptotes sont parallèles 
aux axes de la conique proposée. 

Je prends pour plans de projection deux plans princi- 
paux de la surface; soient A, l’axe situé sur la ligne de 
terre; B, le second axe horizontal; C’, l’axe vertical; M, 
m, m' le point fixe etses projections; L, Let l'une droite 
et ses projections. Cette droite passe par le point M; elle 
rencontre le diamètre conjugué du plan P, qui lui est 
perpendiculaire. Soient p et p' les traces de ce plan, qui 
sont respectivement perpendiculaires à / et à /'. D, d, d 
représentent le diamètre conjugué de P et ses projections. 
D’après le lemme I, d est conjugué de p dans le plan 
horizontal, et d'conjugué de p’ dans le plan vertical. Les 
droites D et L se rencontrent par hypothèse en N, qui se 
projette en n et 7’ intersections de (/etd) et de (2° et d’). 
D’après le lemme IT, le point n décrit dans le plan 
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horizontal une hyperbole équilatère S passant par le 
pointm et par le centre de Ja surface, ayant ses asymp- 
totes parallèles à la ligne de terre A et au second axe B. 
Le lieu du point »’ est une hyperbole analogue $’, si- 
tuée dans le plan vertical. La ligne z#n! coupe la ligne 
de terre en » et lui est perpendiculaire en ce point. Les 
deux faisceaux let nv, issus tous deux de deux points de 
l’hyperbole S (ces points sont» et le point à l'infini dans 
la direction B), se coupant en 2 sur cette hyperbole, 
sont homographiques. De même, /' et n/ sont homogra- 
phiques, vn et vn' le sont entre eux ; donc les faisceaux 
Let L’ sont homographiques. La trace « de la ligne L sur 
le plan horizontal s'obtient en prolongeant /' jusqu’à la 
ligne de terre en æ/et élevant la perpendiculaire &/« jusqu’à 
sa rencontre avec l'. Les faisceaux /’ et &/4 sont homogra- 
phiques. Donc ac! et /’ forment deux faisceaux homogra- 
phiques. Leur pointde rencontre décrit done une conique. 
Le cône auquel appartient la droite L est donc du second 
degré; il contient les six normales, ce qui démontre le 
théorème. 


\ 


THÉORÈMES SUR LES TÉTRAËDRES ; 
Par M. MARMIER, 


Élève de l’École Sainte-Geneviève ( classe du P. Joubert). 





Taéorème |. — 4 tout tétraèdre correspond un ellip- 
soide tangent aux six arêtes du tétraèdre en leurs 
points milieux. 


Je rappellerai d’abord une proposition bien connue : 


LeumE. — 4 tout triangle correspond une ellipse 
langente aux côtés en leurs points milieux, 
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Soit un triangle ABC : je considère l’ellipse tangente 
aux deux côtés a et b du triangle, en leurs points milieux 
æ et, et passant par le point milieu du troisième côté c. 

La droite «6 est la polaire du point p par rapport à la 
conique. La droite qui passe par le point c et par le mi- 
lieu de cette droite &f est le diamètre des cordes parallèles 
à «5. 

D'ailleurs, ce diamètre passant par le point milieu de 
la droite &£ passe par le point milieu y du côté c. C’est 
donc son extrémité ; la tangente en ce point est donc pa- 
rallèle à la direction de la corde & 5 : donc c’est le côté c. 

Je considère maintenant un ellipsoïde passant par les 
six points milieux des arètes du tétraèdre, et tangente à 
trois arêtes issues d’un même sommet. 

Chacune des faces adjacentes à ce sommet À dé- 
terminera dans l’ellipsoïde une section elliptique tan- 
gente à deux côtés du triangle de la face considérée 
et passant par les points milieux des côtés de ce triangle; 
donc cette ellipse sera tangente au troisième côté de ce 
triangle. 

Il en est de même pour les deux autres faces adjacentes 
au sommet À, 

Donc les trois arêtes de la face opposée à ce sommet 
sont tangentes à l’ellipsoïde. 

Les lignes joignant les points milieux des arêtes du 
tétraèdre se coupent, d’après un théorème connu, mu- 
tuellement en deux parties égales, et leur point de ren- 
contre est le centre de gravité du tétraèdre; donc ce point 
est aussi le centre de l’ellipsoïde. 


Taéorème Il. — Dans un tétraèdre ABCD, dont les 
hauteurs concourent en un même point H, les normales 
élevées à chaque face par son centre de gravité se ren- 
contrent en un méme point H, (voir 2° série, 1. IT, p.135). 
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Soient x, (5, y, 0 les centres de gravité des faces oppo- 
sées aux sommets À, B, C, D; p, q, r, s les pieds des 
hauteurs correspondantes ; «N, 6 N’, yN/, 9N” les nor- 
males élevées à chaque face par son centre de gravité. 

La ligne &6 est parallèle au côté AB. Le plan af N est 
parallèle au plan des deux droites AB et AH, puisque af 
est parallèle à AB et &N à Ap. 

Le plan des deux droites AB, «5 est donc parallèle à 
la droite Bg contenue dans le plan des deux droites ABH; 
donc, si par le point 5 du plan (AB, «f) je mène une 
parallèle à la droite Bg, cette droite sera tout entière 
contenue dans le plan. Mais la droite Bg est perpendi- 
culaire à la face ACD opposée au sommet B; donc la 
parallèle qui lui est menée par le point É sera aussi per- 
pendiculaire à cette même face. Ce sera donc la normale 
BN'; donc les deux normales &N, 5 N'sont situées dans 
un même plan. Soit H, leur point de rencontre. Les 
deux triangles semblables ABH, 45H, donnent 


. 


a. 6 æH, I 

O) à BEA RES 

Par la mème raison, les normales &N et yN/ sont si- 

tuées dans un même plan; elles se rencontrent en un 

point H,. Je dis que ce point se confond avec le point H,. 

En effet, les deux triangles semblables «y H,, ACH don- 
nent la proportion 


(2) 44,856 6h :290 


AG LINE EUR 
De la comparaison des égalités (1) et (2) on tire 
æH, _œ«H, 
AH AH 


le point H, se confond donc avec le point H, 


(271 !) 
rt . 14 # 
Trois quelconques des normales élevées aux faces par 
leur centre de gravité concourent en un même point; 
elles y concourent donc toutes. C9 r D; 


CONSTRUCTION 
DE LA TANGENTE À LA COURBE D'OMBRE DE LA VIS; 


Par M. CHEMIN, 
Élève de l’École Polytechnique. 


La méthode de Roberval, qui permet d'obtenir les tan- 
gentes à un assez grand nombre de courbes, a conduit 
M. Poncelet à une construction de la tangente à la courbe 
d'ombre de la surface de la vis à filet triangulaire. 

On peut aussi arriver à une construction fort simple 
de la même tangente, en faisant usage des principes don- 
nés par M.Chasles dans son Traité de Géométrie supe- 
rieure. 

La courbe d'ombre est ainsi définie : un cercle et un 
point dans son plan étant donnés, par le point H on mène 





une transversale qui rencontre le cercle au point B. On 
joint le point B au centre O du cercle, et en menant la 
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ligne OM perpendiculaire à OB, le point M d’intersection 
de cette ligne avec HB est un point de la courbe d'ombre. 
Le lieu des points M obtenus aïnsi en faisant varier HB 
est la courbe dont il faut déterminer la tangente en un 
point quelconque, M par exemple. 

Supposons que le point B, au lieu de se déplacer sur 
le cercle, se déplace sur la tangente en B à ce cercle : les 
deux droites BH et OB, et par suite BH et OM, forment 
deux faisceaux homographiques, et le lieu des points 
d’intersection des rayons correspondants est une conique. 
D’après la manière dont elle est engendrée, cette conique 
a au point M un élément commun avec la courbe d’om- 
bre, et par suite la même tangente en ce point. Donc 
il suffit de chercher la tangente à la conique au point M. 

Pour cela, cherchons dans chacun des faisceaux le 
rayon correspondant à OH, considéré comme appartenant 
à l’autre. Ces deux rayons sont OK, perpendiculaire à 
OH, et HK joignant le point H avec le point K d’inter- 
section de la tangente en B avec OK. Pour obtenir la 
tangente, il faut, d'après les principes connus, joindre MK 
et prolonger cette droïte jusqu’à sa rencontre en QavecOH, 
et prendre le conjugué harmonique de ce point par rap- 
port à O et H. Soit S ce point, MS est la tangente cherchée. 

Soient P et T les points d’intersection de MP et MS 
avec OP. 


Nous avons l'égalité des deux faisceaux harmoniques 
IM— Q.0.S.H}—}M— P.O.T.B|. 


Donc on aura 
PO TO 
PB TB 
Mais les triangles semblables MOP, KBP nous donnent 
PO MO MC 


PB 1h BK Ju CB 
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conséquence de la similitude des triangles MOC, KGB ; 
donc 
TO MC 
TR A OR4 
Donc le point T se trouve sur la parallèle à MO, ou KB, 
menée par le point C d’intersection de BH avec OK. On 
a donc enfin la construction suivante : par le point C 
mener la parallèle à BK jusqu’à rencontre de OB en T ; 
la droite MT est la tangente cherchée. 
Une construction du mème genre donnerait la tangente 
en un point quelconque de la cissoïde. 


SOLUTION DE QUESTIONS 
PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES. 


Question 556 


(vuir tome XIX, page 464 ); 


Par M. Mrerce BUSCO. 


C1, GC, GC; sont trois cônes de méme degré ayant 
leurs trois sommets sur la méme droite; si C; coupe C; 
suivant une courbe plane, et que C; coupe C3 suivant 
une courbe plane, C,; et C, se couperont aussi suivant 
une courbe plane et les trois plans passeront par la 
méme droite. (STEINER. ) 


On peut prendre pour plans des zx et des zy le plan 
de la base commune de C, et C; et celui de la base de C, 
et C;. Quant au plan des xy ce sera un plan quelconque 
mené par la ligne des sommets S;, S., S;. Ce plan coupe 
C; suivant un système de m2 droites dont les coordonnées 


Ann. de Mathémat., 2° série, 1. V. (Juin 1866.) 18 
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à l’origine seront désignées par a, b,; a, b,;...5; a,, b,. 
Soient en outre &;,, B;; &, B:; «3, B, les coordonnées x, 
points où les droites dont on vient de parler coupent res- 
pectivement l’axe OX et l’axe OY. Les droites S, A;, 
S; A, S, B, auront pour équations 


7 = (ea, 

7 = (a— a), 
— D 

Bee à) 


Si entre les deux dernières on élimine le terme indépen- 
dant de x, y et que l’on tienne compte de ce que les 
points À, S:, B, sont en ligne droite, ainsi que S,, S,, 
S,, on trouve 


__ Pa (Bi — B5) 


al)" 
ce qui montre que les mn points obtenus d’une manière 
analogue en cherchant l'intersection des couples de droites 
Sa A, Si Bo ; Se A3, S1 Bs, etc., sont sur une même droite 
OD représentée par l’équation précédente. Si l’on cherche 
l’intersecuion I de cette droite avec la ligne des sommets, 





on trouve 
Fusler a B (a — as) 
î æi Bs T— 3 B: 
y —B _ MB (Br B), 
| di Ba RUE B2 : 
d’où résulte 
ru a B 
IS, = ———— °.5,S,. 
; œ: B; TE @3 B "te 


Maintenant ïl est facile de voir que si l’on fait tourner 
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le plan des xy d’un angle quelconque autour de la ligne 
des sommets, les x des points situés sur cette ligne se 
trouvent multipliés par un mème facteur et les y par un 
autre facteur commun. D’après cela, les m points en 
ligne droite de l'intersection de C; et €; qu'on trouve- 
rait comme tout à l’heure seraient sur une droite O’D' 
qui rencontrerait la ligne des sommets exactement au 
point Ï où la ligne OD la rencontrait. {Ceci résulte de la 


remarque précédente et de ce que 15, contient haut et 
bas les « et les $ au même degré séparément dans son 


expression Où S: S; ne change pas.) Donc, quand le plan 
des xy tournera d’une manière continue autour de la 
ligne des sommets, chacun des m points situés sur OD 
décrira une branche de courbe qui ne sortira jamais du 
plan fixe ZOI. L'ensemble de ces branches constituera 
la section plane commune aux deux cônes C;, C;. L’in- 
tersection complète de ces surfaces s’obtiendrait en com- 
binant chacune des droites, telles que S; A;, avec cha- 
cune des autres S,B,, S: B:, S: B,. Mais il est visible 
qu'à l’exception des droites où À et B ont le même in- 
dice, on n’obtiendrait pas généralement des points don- 
nant lieu comme ci-dessus à des branches planes. 

Ce procédé ne diffère pas de celui qu'on emploie 
dans la Géométrie descriptive pour trouver l'intersec- 
tion de deux surfaces coniques quelconques, et il est 
clair que ce qu’on vient de dire peut leur être appliqué 
littéralement. On peut donc énoncer le théorème sui- 
vant, dont celui de Steiner doit être considéré comme un 
cas particulier : 

Si trois surfaces coniques ont leurs sommets en ligne 
droite, et que l’une d'elles rencontre chacune des 
autres suivant une courbe plane, ces deux dernières ad- 
mettent aussi une courbe plane commune. 


18. 


Méme question; 
Par M. VIANT. 


Ci, CG, CG, sont trois cônes du même degré, ayant leurs 
trois sommets sur la même droite A, A, À, ; C; coupe C 
suivant une courbe plane B,; C, et C; se coupent suivant 
la courbe plane B,; C; et C se couperont aussi suivant 
une courbe plane B,, et les trois plans passeront par la 
même droite. 

Je supposerai la figure engendrée de la manière sui- 
vante. Je décris sur B, comme base les deux cônes C, 
et C3. Je considère une section plane B; de C; comme 
directrice du cône C;. Je dis que la courbe de rencontre 
des deux cônes C, et C, est plane, et que son plan passe 
par l'intersection des plans B, et B. 

Supposons d’abord B; réduit à une ligne droite; B, et 
B, seront dès lors des droites ; B,, B:, B; sont deux à deux 
dans le même plan, par suite se coupent en un même 
point O. Ceci suppose que ces trois lignes ne sont pas 
toutes les trois dans le mème plan, auquel cas on pour- 
rait considérer la figure, alors complétement plane, 
comme projection d’une figure dont les éléments ne se- 
raient plus dans le même plan. 

Si les cônes avaient pour bases des couples de droites, 
on obtiendrait deux points tels que O, et, en les joignant, 
on aurait une droite suivant laquelle se couperaient les 
trois figures planes considérées. 

Cela posé, prenons le cas général. Traçons dans B, les 
droites M;, N; et prenons le point P, sur la courbe; à ces 
éléments correspondront dans B; les droites M,, N, et 
le point P,; dans B, les éléments M, N,, P,. P,, qui est 
un point de la courbe B,, appartient au plan (M, N;); 
car si l’on mène par P, une droite qui coupe M, et N:, 
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la figure correspondante de B, sera une droite coupant M, 
et N;. Donc tout point P, de la courbe B, appartient au 
plan (M, N;); et d’ailleurs on sait que les trois plans 
(M, Ni), (MN), (M3 N3) se coupent suivant la même 
droite. 

On a vu que trois droites correspondantes se coupaient 
au même point : le même théorème devra avoir lieu pour 
les tangentes en (rois points correspondants ; et cecl 
n’exige pas que les courbes de rencontre soïent planes. 

Si les courbes sont planes, ce point décrit l’arète com- 
mune des trois plans. 


Question 613 


(voir 2° série, t. I, p. 125 ); 


Pan M. BAUQUENNE, 
Candidat à l’École Normale. 


On donne une conique et un point fixe F dans son 
plan. Du point F on mène deux droites perpendicu- 
laires entre elles qui coupent la conique en deux points. 
On joint ces points par la droite TV et l’on mène en cha- 
cun d'eux les tangentes À, Z' à la conique ; on projette 
le point F sur les trois côtés du triangle ZTVZ", par les 
trois points ainsi obtenus on fuit passer une circonfe- 
rence. Pour chacune des positions de l’angle droit, on 
obtient ainsi une circonférence. Démontrer que toutes 
ces circonférences sont tangentes à une méme circon- 
férence. (MannuEIM.) 


Le lieu du sommet y d’un angle droit 9ya' circonscrit à 
une conique s est un cercle c. 

Le cercle « et la conique s étant concentriques et la 
droite qui va du centre commun au point y passant par le 
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milieu de c5’, le cercle décrit sur o9' comme diamètre 
passera par y et sera tangent en ce point au cercle c. 

Je transforme la figure par polaires réciproques par 
rapport à un point F. 

La conique s devient une conique $, c et c' deviennent 
deux tangentes Z et Z' à S, et 7 devient leur corde des con- 
tacts l. L’angle oy5' étant droit, les droites qui vont du 
point F aux points (2, L'), (2’, l'} sont rectangulaires. 

Le cercle c, lieu du point y, devient une conique dont le 
foyer estF, enveloppe de l°, dontle centre w est déterminé. 

Le cercle qui passe par les trois points ©, y, a’ devient 
une conique ayant pour foyer F et tangente aux trois 
droites 2, l, 2’, et comme ce cercle a même tangente en y 
que le cercle c, les deux coniques transformées des deux 
cercles sont tangentes en un même point 8 à la droite T. 

Je projette F sur les trois tangentes à la transformée 
de oys'; soit p le point qu'on trouve ainsi sur F. 

Le cercle qui passe par ces trois points a, d’après un 
théorème connu, pour centre le centre de la conique 
transformée du cercle variable, que j’appellerai «’. 

Le cercle analogue pour la transformée de c passe aussi 
par p et a pour centre w. 

Si donc les trois points p, w, w' sont en ligne droite, 
les cercles variables seront tous tangents à ce cercle fixe. 

Soit © le point symétrique de F par rapport à [, 4 et 
Fo se croisent au second foyer f de la conique fixe trans- 
formée de c, © et Fw' se croisent au second foyer f” 
de la conique variable transformée de cs’. 

Les milieux p, w, w’ des droites Fo, F f, Ff" sont donc 
sur une parallèle à ©0, c'est-à-dire en ligne droite, ce 
qu'il fallait démontrer. 


Remarque. — On sait que dans une transformation 
telle que la précédente, c'est la polaire du point F par 
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rapport au cercle à transformer qui fournit le centre de 
la conique transformée de ce cercle. 

Quand trois points sont en ligne droite, leurs polaires 
passent par un même point. 

La polaire de w est la polaire de F par rapport à c. 

La polaire de w’ est la polaire de F par rapport à ay”. 

La polaire de p est la perpendiculaire en y à la 
droite Fy. 

Donc, dans la figure primitive, ces trois droites pas- 
sent par un même point. 


Question 129 


(voir 2° série, t. 1V, p.141); 


Par M. LEBASTEUR, 


Elève ingénieur de la Marine. 
Résoudre algébriquement l ’équation 


[(a? + 2} + a) — Bai (x + 2). 


(Lesasreur.) 
Posons 
(1) Re Fo 
alors on a 
(2) += (y — 1) (y + ip, 


qui s'écrit 
(3) (MRC RP Ur = 1} 
Je pose 


I 
PAM S. 
D. 


Divisée aux deux membres par y:, l’équation (3) de- 


vient 


(re 


Ï 
PRESS 
De 
| 
Sie 
Dm LT 
PRE 
% 
+ 
Se 
| 
LD 
D 2 


Observant que 


I 
Me 2 Re 
ÿ: 
on a 
&—(z—2)(z— 2) 
ou | 
3? 4-5 — 2—=0, 
d'où 
PR 
Fr Asa + MELON PEN EX 
Or on a 
Mr T eo, 
DER Uz À 
A AMEN TE) 
et 
L=Y— 1; 
on a done 
AE Cri, 
LEA REA SAR RCE RENE 


Il faut ajouter à ceci la racine — 1, que nous ne trou- 
vons pas parce que nous avons divisé par y° qui, dans 
l'hypothèse y = 0, donne x =—1. 








Vrai.) 


Les racines, au nombre de cinq, sont donc 
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4 
On voit que la seule racine — 1 est réelle, les quatre 


autres sont imaginaires; mais 1l est fort remarquable que 
cette équation du cinquième degré soit entièrement réso- 
luble par des équations du deuxième. 


Question T28 


( voir 2° série, t. IV, p. 142); 


Par M. Vencescas NIEBYLOWSKI, 


Élève de spéciales au lycée Bonaparte. 
Soient «, (5, y, d, s les racines de l'équation 
ri pal QT ET EST 4 0, 
Si l’on a la relation 


RER EE (es (Br A7 


à Aer (RENE 0, 


démontrer que la racine € est une fonction rationnelle 
des coefficients de l'équation.  (Micnaez Rosents.) 
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Outre la relation donnée, on a, entre les racines et les 
coefficients de l'équation, les relations suivantes : 
a+B+y+d+Ee—— p, 
af + ay + ad + as + By + RO + Be + yd + ye +de =, 
afy + aB9 + Be + y + œye 
+ ade + Byd + Bye + Bde + yde— — r, 
ay + afye + afde + xyde + Byde s1 
aBydE — — r. 


Ces relations peuvent s’écrire 


(1) RAR A TE PE Le 

(2) af + ay + ad + By + Bd +yI—=g+e(p+e) 
(3) ay + 280 + ayô + By —— |r+cfg+e(p+e)]} 
(4) 2By9 = s +elr+elg+e(p+e)]l 

(5) app Le 


En développant l'équation de condition et divisant 
par 2, On à 


(a2B? + œ y + 4207 + By + B97 + y20) + GzxByd 
ra (Bye Bo eye) SP? Cao a) 
+ y (28 + ad + PO) + à (aB + «y + By] = 0, 


ou, pour simplifier l’écriture, 
(6) D + 62879 — > += 0; 
1 
Si l’on élève (2) au carré, il vient 


(7 [a+e(p+dl= D +6afp+2 D: 


Donc, en vertu de l’équation (6 
, q ; 


(8) 3 >, —|qg+e(p+e)f. 


(98e à 7 
Mais si l'on multiplie (3) successivement par «, É, y, d 
et que l’on fasse la somme des deux membres, on obtient 


D Gaby: (p+e)}r+e[g+e(p+e)]}, 
d’où 
3 >, —3(r — c)ir+elg +e(p+e)]| 


125 — 126) + eg +e(p+e)]f, 
(9) 32 —3(p—3c)}r+e[g+s(p+c)]}— 125; 
donc, en vertu de l’équation (8), 
. (ro) [g+e(p+e)}=3(p— 36)}r+ efg+e(p+e)]l— 125, 
ou, en développant, 


10€ + Spe? + (119 — 2p°}e 
nn Lroé + 8pe + (ip ap 


em) D Uno Di Di2$— 0; 
or (4) et (5) nous donnent 
(a pes +qgé+r +se+i—0o, 


ce qui d’ailleurs est évident, puisque € est racine de l'é- 
quation donnée. 

Ainsi, en éliminant &, 6, y, 0 entre l'équation de con- 
dition et (1), (2), (3), (4), on arrive à une équation du 
quatrième degré; on a donc, grâce à la relation donnée, 
abaïssé d’une unité le degré de l’équation en e. 

Les équations (1), (2), (3), (4), (5), (6) n'étant pas 
toutes symétriques par rapport à &, (5, y, 0, €, il est évi- 
dent que, dans les équations (11) et (12), e désigne 
seulement la cinquième racine, de sorte que ces équations 
ayant en commun seulement (d’après l’élimination de «, 
B, y, 9) la racine &, 11 doit exister entre leurs premiers 
membres un plus grand commun diviseur du prémier 
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degré; donc la racine € est fonction rationnelle des coefli- 
cients de l'équation. 

D'ailleurs, en exprimant que les premiers membres 
des équations (11) et (12) ont un plus grand commun 
diviseur du premier degré, on trouvera la condition qui 
doit exister entre les coeflicients pour que la relation (1) 
ait lieu entre les quatre racines. 


Note du Rédacteur. — I] résulte de la démonstration précédente que 
l'énoncé de M. Michael Roberts doit être complété par l’addition suivante: 
« S’il n'existe qu’un seul groupe de quatre racines qui satisfasse à l’é- 
quation (1) ». Car ce n’est qu’à cette condition que les deux équa- 
tions (11)et (12) ont un seul facteur commun du premier degré et par 
conséquent rationnel par rapport aux coeflicients. L’'équation qui a pour 
racines les nombres 1, 2, 3, 247 V=—3, 2 2 PE) est propre à démon- 
trer l’utilité de cette addition à l’énoncé, car les trois premières racines 
satisfont à la relation (1) avec l’une ou l’autre des deux dernières ; & a 
donc deux valeurs imaginaires dont aucune n’est une fonction rationnelle 
des coefficients, parce que ceux-ci sont rationnels. 1 


M. Merce Busco a résolu la question 728 à peu près de la même ma- 
nière. Le 








BULLETIN. 


(Tous les ouvrages annoncés dans ce Bulletin se trouvent à la librairie 
de Gauthier-Villars, quai des Augustins, 55.) 





XVIIL. 


Fnener (F.), ancien Élève de l'École Normale, Profes- 
seur à la Faculté des Sciences de Lyon. — Recueil 
d'exercices sur le Calcul infinitésimal. 2° édiuon, 
In-8° de x1v-394 pages et 2 planches. Paris, Gauthier- 
Villars, 1866. — Prix : 7 fr. 5o c. 


La première édition de cet ouvrage (1856) ne contenait 
que 220 pages, tandis que la nouvelle en à 394. L'augmentation 


(SR 
très-considérable, comme on le voit, porte principalement sur 
la première Partie, qui se rattache au Calcul différentiel et peut 
être aisément comprise des Élèves de Mathématiques spéciales, 
mis au fait de la notation différentielle. Cette notation est d’ail- 
leurs exposée en tête du livre. 

Dans les Exercices nouveaux ajoutés à l’ancienne édition, 
et qui la complètent heureusement, M. Frenet continue à mériter 
les éloges que nous lui avions donnés en 1857 dans le Bulletin 
de Bibliographie, d'Histoire, etc., p. 26. Les questions sont bien 
choisies, les réponses exposées d’une manière succincte, mais 
très-claire, avec des renseignements historiques et des renvois 
aux sources toutes les fois que la question en vaut la peine. 
L'ouvrage s'adresse aux Candidats à l’École Polytechnique et 
à l’École Normale, aux Élèves de ces Écoles et à toute personne 
qui veut approfondir le Calcul infinitésimal. 


XIX. 
SERRET (J.-A.), Membre de l’Institut. — Cours d’Al- 


gèbre supérieure. 3° édition ; 2 vol. in-8° de xv-644 
et xi1v-664 pages. Paris, Gauthier-Villars, 1866. — 
Prix::.24 francs. 


Cette troisième édition est en quelque sorte un ouvrage nou- 
veau. Non-seulement l’auteur a refondu dans le texte Îles 
nombreuses Notes qui accompagnaient la seconde édition, mais 
il y a fait des additions nombreuses dont les principales se 
rapportent à la théorie des substitutions et à la résolution 
algébrique des équations. La division en Leçons, très-conve- 
nable dans l’ouvrage primitif, a été remplacée par la division 
en cinq Sections. La première Section renferme la théorie 
générale des équations et les principes sur lesquels repose leur 
résolution numérique ; on y trouve en particulier une théorie 
très-développée des fractions continues, La deuxième Section 
comprend la théorie des fonctions symétriques, celle des fonc- 
tions alternées et des déterminants, avec des applications impor- 
tantes à la théorie générale des équations. La troisième a pour 


({ 250 

objet l’ensemble des propriétés des nombres entiers, étudiées en 
vue de la résolution algébrique des équations, et, en particulier, 
une étude complète et nouvelle des fonctions entières d’une va- 
riable prises relativement à un module premier. La quatrième 
Section renferme la théorie des substitutions, et la cinquième 
tout ce qui se rapporte à la résolution algébrique des équations. 
En présentant son ouvrage à l’Académie des Sciences, M. Serret 
a exposé lui-même le but qu'il s'était proposé, et nous ne pou- 
vons mieux faire que de lui emprunter ses propres paroles. 

« On jugera peut-être que je n’ai pas donné ie même déve- 
loppement aux diverses questions qui se rapportent à ces grandes 
théories ; mais le plan que je me suis tracé comporte de telles 
inégalités, et je reconnais volontiers que j’ai pu accorder quelque 
préférence aux problèmes qui ont été plus spécialement l’objet 
de mes propres travaux. 

» C’est ainsi que j'ai présenté avec des détails étendus la 
théorie si ardue des substitutions, sur laquelle j'avais publié an- 
térieurement plusieurs Mémoires. Mais, en reproduisant, dans 
l’ Algèbre supérieure, les résultats que j'avais obtenus, j'ai pu les 
compléter et en même temps les établir par des démonstrations 
plus simples et plus élégantes. 

» J'ai cru utile de reproduire aussi intégralement cette partie 
importante de la théorie des congruences qui a été de ma part 
l’objet d’un travail présenté à l’Académie au mois de décembre 
dernier, et imprimé dans le tome XXXV du recueil de nos Mc- 
moires (*). 

» Mais le désir de développer mes recherches sur l'analyse 
algébrique ne m’a pas fait perdre de vue l’obligation que je m'e- 
tais imposée de présenter un ensemble complet des résultats ac- 
quis à la science dans les limites que je m'étais fixées; j'ai l’es- 
poir d'y avoir reussi. 

» Les recherches qui ont été entreprises dans ces dernières 
années sur la résolution algébrique des équations ont pour fon- 





(*) Mémoire sur la théorie des congruences suivant un module premier et 
suivant une fonction modulaire irréductible. In-4 de 1v-72 pages. Paris, 1860, 
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dements les travaux d’Abelet de Galois. Dans la précédente 
édition de mon ouvrage, je m'étais borné à faire connaitre une 
démonstration de l’un des théorèmes de Galois, due à notre il- 
lustre confrère, M: Hermite; on trouvera dans le volume que je 
présente aujourd’hui un exposé complet de la remarquable mé- 
thode de Galois, avec les conséquences principales que ce grand 
géomètre en a tirées. 

» L'ouvrage que je viens de terminer est le résultat d’un long 
travail. J'espère qu’il ne sera pas sans quelque utilité pour la 
science, et je le soumets avec confiance au jugement des géo- 
mètres (*). » 

Nous pourrions ajouter bien d’autres indications et signaler, 
en particulier, un beau théorème sur l’ordre de multiplicité 
d’un système de solutions communes à plusieurs équations, 
mais le lecteur saura bien trouver tout cela lui-même. Louons, 
en terminant, l’ordre et la clarté des démonstrations, ainsi 
que la pureté et la correction du style : on sent que M. Ser- 
ret est de la bonne école, qu’il a le respect de lui-même et du 
public, tandis que certains auteurs en prennent là-dessus bien 
à leur aise. Les exemples ne manqueraient pas... 


Mais ne confondons point, par trop approfondir, 
Leurs affaires avec les nôtres. 


XX. 


SERRET (J.-A.). — Mémoire sur la méthode de la varia- 
tion des arbitraires dans la théorie des mouvements 
de rotation. — Paris; 1866. In-4° de 1v-32 pages. 
(Extrait du tome XXXV de l’Académie des Sciences.) 


(*) Il est juste de louer l’exécution typographique, qui fait vraiment 
honneur à M. Gauthier-Villars, ainsi qu’à l’intelligent directeur de son 
imprimerie, M. P. Drosne. 
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XXI. 


ScHrôn (L.), Directeur de l'Observatoire et Professeur 
à Iéna. — Tables des Logarithmes à sept décimales, 
pour les nombres depuis 1 jusqu’à 108 000, et pour les 
fonctions trigonométriques de dix secondes en dix se- 
condes ; précédées d’une Introduction par A1.J. Hoüel, 
Professeur à la Faculté des Sciences de Bordeaux. 
6° édition stéréotypée; un beau volume grand in-8° 
jésus de 12-474 pages, 1866. — Prix : 7 francs. 

Table d’interpolation, avec Introduction par 
M. Hoûüel, mème format, de 1v-4-72 pages. Paris, 
Gauthier-Villars. — Prix : 3 francs. 


Dans ces Tables, un trait placé au-dessous du dernier chiffre 
d’un logarithme avertit que ce chiffre a été forcé, indication 
utile, par laquelle on peut juger si le logarithme est approché 
en plus ou en moins d’une demi-unité du dernier ordre. Les 
parties proportionnelles des différences tabulaires sont données 
pour les lignes trigonométriques comme pour les nombres avec 
une décimale. La Table d’interpolation sert d’ailleurs à abréger 
le calcal des parties proportionnelles. 

Une introduction de M. Houel fait ressortir les avantages des 
Tables et en explique très-clairement l'usage. 

Ces Tables, d’une belle exécution typographique, d’un format 
commode, d’un caractère très-lisible, ont déjà eu six éditions en 
Allemagne. Les avantages incontestables qu’elles présentent nous 
font espérer qu’elles n’auront pas moins de succès en France. 





NOUVELLE MÉTHODE POUR DÉTERMINER 
LES CARACTÉRISTIQUES DES SYSTÈMES DE CONIQUES 


(voir page 241); 


Par M. H.-G. ZEUTHEN (»E CoPENHAGUE). 


me me 


VI. Cas particuliers; systèmes de coniques qui ont des 
contacts du premier ordre avec des courbes particu- 
lières. 


22. Les formules que nous avons trouvées compren- 
nent, comme toute formule générale, tous les cas parti- 
culiers; mais elles ne donnent pas toujours les résultats 
qu'on désire. Dans un cas particulier un système peut se 
diviser en plusieurs systèmes partiels, dont on souhaite 
connaître séparément les caractéristiques. Une conique 
appartenant à un des sysièmes partiels, appartient aussi 
au système général; elle y sera comprise plusieurs fois 
si elle résulte de la coïncidence de plusieurs coniques qui 
sont séparées ordinairement. On voit donc que /« carac- 
téristique p ou y d’un système général est égale à la 
somme des caractéristiques p ou y des systèmes par- 
tiels, qui résultent d’un cas particulier de la division 
du grand système, respectivement multipliées par des 
coefficients entiers et posilifs. 

Les parties précédentes de cet article en donnent déjà 
des exemples. Nous avons trouvé des formules, marquées 
partout par la lettre c ajoutée aux numéros des formules, 
où les courbes sont supposées générales d’un certain or- 
dre, sans aucun point double ni de rebroussement, et 
d’autres, marquées par un &, qui sont applicables lorsque 


Ann.de Mathémat., 2* séric, t. V. {Juillet 1866.) 19 
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les courbes sont douées de points singuliers. Si l’on em- 
ploie dans ce dernier cas une formule {c), la caractéris- 
tique trouvée comprendra, outre la caractéristique qui 
donnerait la formule correspondante (a), le double, le 
triple ou un multiple de [a caractéristique de chacun des 
systèmes de coniques, dont un ou plusieurs contacts se 
réduisent à passer par des points singuliers. 

Ordinairement les deux caractéristiques x et v d’un 
système partiel ont le même coeflicient dans les formules 
du système général. Alors, comme les nombres À et & 
s'expriment linéairement au moyen des caractéristiques, 
ceux qui appartiennent au système partiel entreront dans 
ceux du grand système avec le même coefficient. Si nous 
appelons r ce coefhcient, et si nous désignons par g le 
nombre de coniques singulières du grand système qui 
coïncident dans une certaine conique singulière du sys- 
tème partiel, celle-ci a dans le nombre À où © de ce 
dernier système un coefficient qu'on trouve en multi- 
4 
LA 


pliant par celui qui appartient dans Le nombre À} ou w 


du grand système à chacune des coniques singulières qui 
y coïncident (*). 

Nous ferons usage de cette règle, applicable à beau- 
coup de questions, dans les cas où deux courbes données 
se touchent elles-mêmes. 


23. Si nous désignons comme à l'ordinaire par C,., 
et Cr. les conditions de toucher deux courbes, 


N (Cun, Cr ns Z;, Z;, Z;) 


(*) Nous avons supposé que les 4 coniques singulières du grand sys- 
tème sont d'une même espèce ou qu'elles ont au moins le même coeffi- 
cient. Si cela n’a pas lieu, on doit prendre Séparément celles qui ont un 
même coefficient. 
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sera le nombre des coniques qui satisfont à ces deux con- 
ditions et à trois autres Z,, Z, et Z,. Dans le cas où les 
courbes C., et C , se touchent en un point 8, deux 
coniques coïncident, dans chacune de celles qui touchent 
C,n au point 8 et satisfont en outre aux conditions Z,, 
Ze, Z3. Donc, si nous désignons par C,,,,9 la condition 
de toucher la courbe C,, en un point donné, et par 
Cyn — Ci,» celles de toucher en des points différents 
les courbes C, et C y qui se touchent elles-mêmes, 
nous aurons 


N (Cun Cru, ZL,, Lis; Z:) 


I 
) AN (7.06; Zu, Lo) Z:) 5 à N (Cu,n Fa Cnnrs Z,;, L, Zs). 


En particulier, C,,, peut se réduire à un point p Alors 
l'équation (I) sera remplacée par 


HS tOh ap Zi UZis 
| = 2N (Cnn 05 Zi, La; Z3) = N (Cuir — ps 2}; L?, Z:) 


où C,, — p représente les conditions de couper C,,, en 
un point donné et de toucher cette courbe en un point 
non donné. Dans le cas où CC, se réduira à une 
droite /, on aura 


N (Cas, l, Zi, Z:; Z;) 


(HIT) à ®, | 
_— 2N (070; Z, L, Z:) ++ N CCr,r SE. F ZL;, ZL, Z3): 


Dans le cas où C.., et Cr, se touchent, le système de 
coniques (Cu,ns Cnr,ns Zi La) Se divise en deux autres : 
(Cun ds Lis Ze) et (Gun — Cwi,n> Z13 Ze). En remplaçant 
dans l'équation (1) la condition Z, successivement par 
celle de passer par un point et par celle de toucher une 
droite, on voit que chacune des deux caractéristiques du 
système général est la somme de la caractéristique ho- 
mologue du premier système partiel multipliée par 2 et de 
celle du second sy stème. Le coefhicient r dont nous avons 


10: 
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parlé dans le n° 22, aura donc pour le premier système 
la valeur 2, pour le second la valeur 1. 
Lorsque les caractéristiques du système général sont 
connues, 1! suflit de s'occuper de lun des systèmes par- 
tiels; nous choïisirons le dernier. 


24. Les coniques singulières du système (C0, Z;, Z:) 
sont des limites vers lesquelles tendent certaines coniques 
singulières du système général (C,.,, Cr,» Z1, Z2), lors- 
que C » approche d’èire tangente à C,,,. Les coniques 
infiniment aplaties du système général dont les limites ap- 
partiennent au système (C,.., 0,Z,,Z:), doivent, en général, 

Ou passer par et être limitées à l’un des deux points d’in- 
tersection de C, et C,, qui tendent à coïncider avec 
le point de contact, 

Ou être contenues sur une des tangentes communes de 
Cyn et Cn,n qui tendent à coïncider avec la tangente 
menée par le point de contact donné. 

Dans le premier cas elles coïncident deux à deux avec 
des coniques infiniment aplaties passant par 0 et limitées 
à 0, qui appartiennent toutes au système (C,,, 0, Z1, Z). 
Chacunedecesconiques singulièresreprésentera doncdeux 
coniques infinimentaplaties dusystème général, et le nom- 
bre q du n° 22 sera égal à 2.0Or, selon le n° 23,1e nombre r 
est aussi égal à 2. Il faut donc compter dans le nombre À 
du système partiel une de ces coniques infiniment apla- 
ties autant de fois que l’on compte chacune des deux qui y 
coïncident, dans le nombre du système général. Les pro- 
positions du n° 12 donneront donc les suivantes : 


Dans le nombre À du système (C0, Guns msn) 4 
faut compter : 

Une fois, toute conique infiniment aplatie joignant le 
point de contact donné à à un point d’intersection de 


Cuin, et Cu,,n, et dintitée à ces points; 
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Deux fois, toute conique infiniment aplatie passant 
par 8 et limitée à 0, tangente à l’une et limitée par l’autre 
des courbes C..,, et C 


Mo; Ho* 
Les coniques infiniment aplaties du système 
(CS Cris Zi, Z:) 


renfermées dans une des deux tangentes communes à €,,, 
et Cy,n qui coïncident avec la tangente de contact, ne 
donneront pas seulement des coniques singulières du sys- 
ème (C,, , 0, Z1, Za), mais aussi des coniques singulières 
du système (C,,, — Ci,» Zi, 22); car une conique inti- 
niment aplatie renfermée dans la tangente de contact 
de C,,, et Cr» peut être regardée ou comme la limite 
d’une conique ordinaire dont l’une des deux branches 
touche les deux courbes, ou comme la limite d’une co- 
nique ordinäire dont les deux branches touchent res- 
pectivement les deux courbes. Dans le premier cas elle 
appartient au système (C,,,8, Z, Z:), dans le second au 
système (GC, — Cyr, Zi, La). On ne pourra donc con- 
clure combien de fois il faut compter ces coniqués singu- 
lières dans le À de chacun des systèmes. 

On pourrait de la même manitre discuter les co- 
niques à point double; maïs lorsque À est trouvé, le 
principe de dualité donnera l’expression de & dans les cas 
qui nous occuperont. Appliqué aux propositions que 
nous avons trouvées, relatives à deux espèces de coniques 
infiniment aplaties du système (C,,0, Ci ns Cu,n,)» Ce 
principe donne : 


Dans le nombre & du système (C,,,8, Ch n Con) 0 
faut compter : 

Une fois, toute conique à point double composée de la 
tangente à C,,, au point donné 0 et d’une tangente com. 
MUNO Cuir, Or 
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Deux fois, toute conique ayant un point double à un 
des points où la tangente à C,,, au point 0 rencontre 
l’une des courbes GC, et Cy,,n,; et composée de cette 
tangente et d’une tangente menée par le point double à 
l’autre des deux courbes. 


25. Maintenant, pour le système 


Cros er Carrie 
on trouve 


À icmimi+ 2 (im Ha) + Li Ms 
où æ est un coefficient encore inconnu, et 
D — 1.22 + 2 (Mit + Man) + Li, 
ou en réduisant 
A=(i1+x) mmi+ 2 (min + Mir),, 
o —2{mim+ man) + (i+x)nin. 
En substituant ces expressions dans les formules (1) 
et (2) du n° À (p. 241), on aura 


p=p'mim;t+p" (mn, +imn,) +plnir, 


y = v/ mm + (mi + non) +V Rh; 
où 
y. ET A, \ CON SÉRIE" PER RU. 
het bn LR RS SEE 


u'et v’, pet y”, u” et v” sont les caractéristiques des trois 
systèmes, lorsque C,,,,, et C»,,n, sont remplacées par des 
points et par des droites. Par conséquent, 
pi NACRE T PE, 
d’où 
RÉ ete 


L'—— 2000) 





(*) On pourrait trouver x par la remarque que ce nombre doit être 


2 sos : 
entier, 20 et <4 (n° 24), et que w"— 5 (1+ x) doit être entier. 
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On trouve, en substituant cette valeur, 


Il 


(C0, Lans Cu, 4 [2m m, + 2(min:+ M ni) + 74, His 


mim;+2(min+ Min) +27 mn), 


() : (Cmnds Pis Pr) = (1,2), 
(Cats P3 l) == (2, 4) 
(Cnsn 9 l, L) = prit) 
26. Comme x— 2, nous aurons à ajouter aux théo- 


rèmes donnés dans le n° 95 : 


Pour le système (C0, Cnns Con.) El faut comp- 
AS pe 

Dans le nombre }, deux fois toute conique infiniment 
aplatie; tangente à la courbe C,,, au point 8 et limitée 
par les deux autres courbes ; 

Et dans le nombre 5, deux fois toute conique ayant 
un point double en 8 et composce de tangentes menées 
par ce point aux deux autres courbes. 


Ces théorèmes et ceux du n° 24 sont encore vrais lors- 
que deux des trois courbes ou toutes les trois coïncident ; 
ils sont donc applicables à la discussion des systèmes sui- 
vants : 


(2C,,n0, Cn,n,) dont les coniques ont avec C, deux 
contacts, l’un en un point donné, et avec C,., un con- 
tact simple; 

(C,nd, 2C,n,) dont les coniques ont avec C,,, un 
contact en un point donné, et avec GC, deux contacts ; 

(3C,,:0) dont les coniques ont avec C, trois con- 
Lacts, l’un en un point donné. 


Nous ne traiterons que le premier et le dernier de ces 
trois systèmes, parce que les caractéristiques du deuxième 
se trouvent sans difficulté au moyen des formules (4). 
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27. On trouve pour le système (2C,,80, C, ,) 
À—i1.mm+2{zi(m—1) +(xr — 0) mi | + 2 (m — 2)m, 
D— 1.2 + 2{mi(r —1)+(m—2)n]+2(7 — 2)n. 


Par conséquent, 


de —= um, —- pe" Tr v” mi + Y'A 


p'—=2m+n—}À, 
(94) u'—y—2(m+n—3) 
y” — m+on— 4. 
La signification de u', x” et v’, v” s'exprime par les re- 
lations 
(2 C0, Cnom) = mi + pr, »”m + vi), 
(9 6) (2Cnn0, p}= ("3 »°), 
(2Cmn9, L)=(p, v7). 

Lorsque GC, est une courbe générale de l’ordre m, on 
doit remplacer 7 par m (m —1), conséquemment les for- 
mules (9a) par 

(ir) — m+ m — À, 
(9e) fé "=v= 2 (m—3), 


= 2m — m — 4. 
28. On trouve pour le système (3C,,,6) 
(m—2)(m —3) 
€ D MEME Led 


2 
(2—2)(2—53) 


2 


A 1.d+92(n—2)(m—3)+2 
s—I.t+2{(m—2)(n—3) +2 


Puis les formules (1) et (2) donnent, après une réduc- 
tion au moyen des équations de M. Plücker, 
|u—(m—2)(m+anr—9)+#£ 
| v—(2r—2)(am+n—9)+d; 

(10 b) (3Cnn0)=(h, v). 


(104) 
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Lorsque C,, est une courbe générale de l’ordre m, 
on peut remplacer 7 par m(m—1), d par o et t par 


= m (m — 2) (m°— 9), conséquemment (10 a) par 
2 


Eu a (m— 2) (m3 + 4m°— 11m — 18), 
c 
y—(m—2)(m+1)(m + m— oo) 
Pour m = 2, on trouve 
pH —Y —0O, 


DORE O7 12 |]. 


(La suite prochainement.) 


SUR LE RAYON DE COURBURE DES COURBES GAUCHES ; 
Par M. HERMITE. 


em 


On donne dans l’enseignement un calcul un peu long 
pour déduire de la formule 


l'expression du carré de l'inverse du rayon de courbure 
au moyen des coordonnées x, y, z et de l’arc s, savoir : 


I 


Ts (dx d'y — dy d?x) + (dy d?z— d:d?y} 


+ (dzd?x — dxd?z)], 


— 


Lie 


la variable indépendante étant quelconque. On peut 
l’abréger comme il suit. 


(*) (3C, 4) se divise en trois systèmés dont les caractéristiques sont 2 
et 4 (voir la note du n° 20). 
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Soit pour un instant 


et faisons 
a '=a+da, b=b+db, c'—=e+ de, 
l’angle de contingence do, sera donné par la formule re- 
lative au sinus, savoir : 
sin? do — (ab! — ba} + (ac'— ca}? + (be! — cb'}'; 
de sorte que l’on aura immédiatement d4° en calculant 
les expressions ab! — ba’, etc. Or on trouve : 
ab! — ba —a(b + db) — b(a + da), 
— a db — b da, 
red d dx 
ct CL “el se SA dis 
USE ds ds 
et cette dernière expression donne lieu à la réduction 
suivante : 
dx d°?y ds — dyd's dy d'xds — dxd's 
ds ds? ds ds? 


… dx d°y — dy d?x 
— 150 cl 





On a donc par un calcul bien facile 


dx d'y — dy d’x 
7 


b' — ba! — 
a a ds 





et semblablement 

dx d?z — dzd?x 
ds | 

dy d?z — dzd?y 
is 





AC CU == , 


be CE 


d’où suit comme on voit la formule annoncée. 
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THÉORÈMES RELATIFS 
AUX COURBES ET AUX SURFACES DU SECOND ORDRE; 


Par M. H. FAURE. 


- 4. Considérons la fonction 

(1) DAT CB DIE ORNE SCENE re 

des carrés des 2 variables «, G, y,..., 11, et posons 
(21 Vi, = Aura + B6,8 + C3 +. ..+Mun. 


En donnant à r'les n valeurs 1, 2, 3,...,n, on aura n re- 
lations semblables. Désignons par V,, le résultat que l’on 
obtient en remplaçant dans V, les variables «, É, y,...,p 
respectivement par &,, É,, y.,-..,[4,, Et supposons que 
V,.—= 0, lorsque les indices r'et s sont différents entre eux. 


Écrivons l'équation 
(3) pi DICAVEN ES 


les coefficients &,, étant des constantes quelconques, nulles 
lorsque les indices r et s sont égaux. Ces indices prenant 
les valeurs de la suite 1, 2, 3,...,n, si l’on représente 
par A’, B', C’,..., M' les coefficients des variables a”, 
B°,...,ux° dans l’équation (3), on trouve 


RE 8 PR D > Cire De De 6 


MM S cpl 
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d'où 
y. d MY M’ 
HE FRE = Dance + BB,6, +... Mpsu) 


= > a Wt2-#i0; 


en ayant égard à l’hypothèse V,. — o. 


2. Désignons par V,, le résultat que l’on obtient en 
remplaçant dans V, les variables a, f5,..., d par &,, 
G,,. .., U, et supposons V,, — o. 

Ecrivons l'équation 


(4) ee == 10: 


les coefficients a,, b,,..., étant des constantes. | 

Si l’on représente par A’, B',..., M'les carrés des 
coefficients des variables &, 5,...,u dans l’équation (4), 
on irouve 


RNCS B' OEM …, M=M D au, 


AUMER M’ S A î 2 
LTÉE EH a (Ac PEPOS ENTRE 


= pa HN, 0: 


en ayant égard à l'hypothèse V,, — o. 
3. Applications géométriques. — Soit 
ne ét loi ARABE CA 
L'équation © = o représente une conique conjuguée à 
un triangle abc pris pour triangle de référence, «, 6, y 


étant les distances d’un point de la conique aux côtés de 
ce triangle. 


( 3or } 

L’équation V, — 0 représente la polaire du point qui a 
pour coordonnées &,, B,, y. En donnant à 7 les valeurs 
1, 2, 3, nous avons trois droites déterminant un triangle 
a'b'e',etles conditions V,,— o montrent que la conique ® 
est également conjuguée à ce triangle. 

Comme d’ailleurs l’équation (3) est celle d’une co- 
nique circonscrite au triangle a'b'c', nous avons ce théo- 
rème : 

Taéorëme Î. — Lorsqu'une conique o est conjuguée à 
deux triangles abc, a’ L'c', si l’on concoit une conique 
circonscrite au triangle a'b'c', la somme des rapports 
que l’on obtient en divisant les coefficients des carrés des 
variables dans & par les coefficients de ces mémes va- 
riables dans © est nulle. 


D'après le n° 2, on voit que V, — o est une tangente à 
la conique conjuguée +, parce que V,, — 0. 

En donnant à r les valeurs 1, 2, 3, nous avons trois 
tangentes à la conique © déterminant un triangle a’ bc. 

La conique (4) étant conjuguée à ce triangle, nous 
avons ce théorème : 

Taéorëme Il. — Lorsqu'une conique ® est conjuguée 
à un triangle abc et inscrite dans un triangle a b'c, si 
l’on concoit une conique & conjuguée au triangle «'b'c!, 
la somme des rapports que l’on obtient en divisant les 
coefficients des carrés des variables dans @' par les coef- 
Jficients des carrés des mêmes variables dans o est nulle. 


Si l’on a égard à la définition que nous avons donnée 
de la caractéristique d’un point (p. 9) par rapport à une 
conique, on pourra énoncer ces deux théorèmes comme 
il suit : 

Tuéorème Î. — Lorsqu'une conique ® est conjuguée 
à deux triangles abc, a b'c’, si l’on concoit une conique % 
circonscrite au triangle a b'c', la somme des rapports 
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, . D . ’ . . 
que l’on obtient en divisant les caractéristiques des 
points a, b, c par rapport à +', par les caractéristiques 
de ces mémes points par rapport à +, est nulle. 
THéorÈmE Il. — Lorsqu'une conique © est conjuguée 
à un triangle abc et inscrite dans un triangle a b'c!, si 
l’on concoit une conique Ÿ conjuguée au triangle a’ bc", 
la somme des rapports que l’on obtient, en divisant les 
caractéristiques des points a, b, c par rapport à , par 
les caractéristiques de ces mêmes points par rapport 
à ®, est nulle. 


Corollaires. — En désignant par 7, la caractéristique 
du point r par rapport à la conique o, par 7. la carac- 
téristique de ce même point par rapport à la conique v, 
nos deux théorèmes donnent 


(A) + — + —<—o. 


Ce qui suit est le développement de cette relation. 

1° Le théorème Ï nous montre que si la conique (4 cir- 
conscrite au triangle a'b'c! passe par deux des sommets 
du triangle abc, par a et b par exemple (auquel cas 


! 


mr, —=7, — 0), elle passera aussi par le sommet c, puisque 
d’après le théorème on a 7, — o. (Caaszes.) 

La mème considération appliquée au théorème Il 
montre que 

2° Lorsqu'une conique est inscrite dans un triangle 
abc! ei conjuguée à un triangle abc, on peut circon- 
scrire au triangle abc une conique conjuguée à a’ b'c’. 

Les polaires réciproques donnent cet autre théorème. 

Lorsqu'une conique est circonscrite à un triangle abc! 
et conjuguée à un triangle abc, on peut inscrire dans ce 
triangle une conique conjuguée à a’ b'c’. 

On sait qu’une hyperbole équilatère est conjuguée au 
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triangle qui a pour sominets les points à l'infini sur un 
cercle et le centre de l’hyperbole. Les théorèmes ci-dessus 
donnent alors les suivants : 

Lorsqu'une hyperbole équilatère est inscrite dans un 
triangle, le cercle conjugué à ce triangle passe par le 
centre de l’hyperbole. 

Lorsqu'une hyperbole équilatère est circonscrite à un 
triangle, la conique conjuguée à ce triangle qui a pour 
foyer le centre de l’hyperbole est une parabole. 

Dans les théorèmes généraux exprimés par l’équa- 
tion (A), la conique ©’ peut représenter deux droites 
conjuguées à la conique ®. Dans ce cas la caractéris- 
tique 7, doit être remplacée par le produit des distances 
du point a aux deux droïtes. On a par conséquent ce 
théorème : 

3° Une conique @ étant conjuguée à un triangle abc, 
si l’on désigne par d,, d’' les distances d’un point r à deux 
droites conjuguées à la conique ®, on a 

dut Ua dd, 


Ta TE Te 











ca AO 


Si les deux droites conjuguées coïncident, elles se con- 
fondent avec une tangente à la conique, donc 

4° Une conique © étant conjuguée à un triangle abc, 
si l’on désigne par 4,, d,, d, les distances de ses sommets 
à une tangente de ®, on a 


FEMDT CRE 
hr TP = 0: 
Fa Th Te 


Par les sommets du triangle a’b'c/, menons une co- 
nique touchant les déux côtés ab, ac du triangle abc, et 
désignons par b,, c, les points de contact sur ces côtés 
respectivement; la relation (A) devient 


2 — 2 


I he bb: 1... CC; 
À 


— 











» — 9 —— 


T T ; T 
H Lab, € \érc; 
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Ceite condition, d’après le théorème précédent, signifie 
que la droite b,c, touche la conique 4, donc, d’après le 
théorème I, 

5° Une conique + étant conjuguée à un triangle a'b'c’, 
si par les sommets de ce triangle on mène une conique 
touchant deux droites conjuguées à +, la corde de contact 
touchera la conique. 

Comme vas particuliers, il résulte que 

Si par le centre d’une hyperbole équilatère on mène 
un cercle touchant deux droites con Juguées à l’hyperbole, 
la corde de contact touchera l’hyperbole. 

Une hyperbole équilatère étant conjuguée à un triangle, 
si par des sommets on mène une conique ayant pour foyer 
le centre de l'hyperbole, la directrice correspondante tou- 
chera l’hyperbole. 

La théorie des polaires réciproques donne ce théorème : 

6° Une conique 9 étant conjuguée à un triangle a/b’c’, 
si l’on inscrit dans ce triangle une conique 4 passant par 
deux points a, b conjugués à la conique ©, les tangentes 
à la conique d menées par les points a et b se couperont 
sur la conique 0. 

Si les points a, b sont à l'infini sur un cercle, on voit 
que 

Lorsqu'une hyperbole équilatère est conjuguée à un 
triangle, les centres des cercles inscrits à ce triangle sont 
sur l’hyperbole. 

D'après le théorème IT on arrive, par des considéra- 
tions analogues, aux suivants : 

7° Une conique ® étant inscrite dans un triangle a’ b'c, 
si l’on mène une conique conjuguée a’/b'c! et touchant 
deux droites conjuguées à ®, la corde de contact touchera 
la conique o. 

8° Une conique + étant circonscrite à un triangle a’ b'c', 
si l’on mène une conique 4 conjuguée à a/b'c!' par deux 
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points a, b conjugués à la conique &, les tangentes à Ja 
conique 4 menées par les points a et b se couperont 
sur Q. 

Si les points b', c’ sont à l'infini sur un cercle, nous 
trouvons que 

Lorsqu'une parabole © a pour foyer le centre d'une 
hyperbole équilatère, si Pon mène à l’hyperbole deux 
tangentes qui soient conjuguées à la parabole, la corde 
de contact touchera la parabole. 

Lorsqu'un cercle passe par le centre d’une hyperbole 
équilatère, les tangentes menées d’un point du cercle à 
l’hyperbole rencontrent cette courbe en deux points con- 
jugués par rapport au cercle. 

Lorsqu'une conique © est conjuguée à un triangle abc, 
la caractéristique de l’un des sommets a est égal au rap- 


abc 
port —— po? en désignant par o le centre de la conique. 
O0 


Deux coniques © et 4 sont conjuguées à un même 
triangle abc déterminé par les points d’intersection des 
côtés opposés et des diagonales du quadrilatère inserit 
dans les deux coniques ; donc, en ayant égard à l’observa- 
tion précédente et au théorème Ï, 

9° Deux coniques ayant pour centres les points o et 0’, 
si l’on peut inscrire dans la conique o’ un triangle conju- 
gué à la conique o, on aura la relation 

obc oca oab 

PPT na Moab Ne 
dans laquelle a, D, c sont les points qui ont la mème po- 
laire dans les deux coniques. 

D’après le théorème IE, on voit que cette même rela- 
tion existera si l’on peut circonscrire à la conique o un 
triangle conjugué à la conique 0”. 

Si l’on désigne par &, £, y les distances du centre o aux 
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côtés du triangle abc par à", E!, y lesdistances du centre 0’ 
aux côtés du même triangle, ce théorème donne 


(#4 

TU P “He 1 HO: 

ue bain 
Supposons que les coniques o et o’ se touchent au point a, 
les points a et b venant coïncider, la relation ci-dessus 
devient 


2.4 3 
— x O. 





x! 


Or, en général, si P représente le produit des carrés des 
demi-axes principaux d'une conique conjuguée à un 
triangle, R le rayon du cercle circonserit à ce triangle, 


on a 
P—2Rafy 


pour la conique o (question 560), et 
Pi 2R «By; 
dans le cas où les coniques se touchent 


Fu PO à 


P' a'2r)/ 
D'autre part, si p est le rayon de courbure de la co- 


nique o au point de contact a, p' le rayon de courbure de 
la conique 0’ au même point, on a 





< P pa 
EE =" p «3 et = RP 
0 , 16 
L'égalité des rapports :; donne 
RARES 
TA pre 


donc, en vertu du théorème précédent, 


2p° Hp à 0. 
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Lorsque deux coniques o et 0! se touchent, si l’on pent 
inscrire dans la conique 0! un triangle conjugué à o (ou 
circonserire à o un triangle conjugué à 0‘), le rayon de 
courbure de la conique o au point de contact sera le 
double de celui de la conique 0’ au mème point et dirigé 
en séns contraire. 

Désignons par a;, as, b,, b:, c,, c, les points d'inter- 
section de la conique 9 avec les côtés du triangle res- 
pectivement opposés aux sommets &, b, c, soient A, B, C 
les demi-diamètres de ® parallèles à ces mêmes côtés. 
A joutant un accent à ce qui est relatif à la conique Ÿ, la 
relation (A) devient 

ab", . ab, B? 4: ba, . ba, A° % D, 
ab, ab, B£ ba,. ba, A’? Te 
en laissant subsister le dernier terme tel qu’il est. 

Supposons que le triangle abc ait son côté ab à l'in- 
fini, de sorte que c devienne le centre de la conique 9, 
ca, cb deux de ses diamètres conjugués. La relation pré- 
cédente se réduit à 





A? B? , 
(8) US Ti 
en remarquant que Us NES FE 


Les théorèmes I et II donnent cet énoncé. 

10° Etant données deux coniques » et w, cette dernière 
étant circonscrite à un triangle conjugué à ® (ou con- 
juguée à un triangle circonscrit à ®), si l’on désigne 
par À, B deux demi-diamètres conjugués de ©, par A’, B’ 
les demi-diamètres de @ parallèles aux premiers, on a 
la relation précédente dans laquelle r, est la caractéris- 
tique du centre de 4 par rapport à y. 

Si o est un cercle on a ces théorèmes : 

11° La somme des carrés des inverses des demi-axes 


20. 
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principaux d’une conique v' circonscrite à un triangle 
(ou conjuguée à un triangle) est égale à la caractéris- 
tique du centre du cercle conjugué au triangle (ou du 
centre d’un cercle inscrit au triangle), par rapport à o 
divisé par le carré du rayon du cercle. 

Si au contraire g est un cercle, on a ces théorèmes : 

12° La somme des carrés des demi-axes principaux 
d’une conique conjuguée à un triangle (ou inscrite dans 
un triangle) est égale à la puissance de son centre par 
rapport au cercle circonscrit (ou conjugué) au triangle. 


Remarque. — Ces deux théorèmes ont été proposés 
en questions dans les Vouveiles Annales, n° 524 et 502. 
Le numéro de juin 1864 (p. 257) contient une solution 
de la question 562, mais quelques inexactitudes de l’au- 
teur l’amènent à une erreur dans un coeflicient numérique. 
Je ferai la même observation à l'égard de la question 561. 
dont l'énoncé modifié (1864, p. 253) est inexact. L’é- 
noncé qui figure tome XX, 1"° série, page 36, est exact. 

Dans la relation (B) remplacons x, par sa valeur, on 
aura 


AN NB PA NozFocas AVE AB NC 
se eh un 
ART Ba OUBE 


Ac Un Que 

Si l’on élimine A’ et B'de ces deux relations, on a ces 
théorèmes : 

13° Etant donnés une conique © ayant pour centre le 
point c et deux de ses demi-diamètres conjugués À, B, 
si une conique d, circonscrite à un triangle conjugué à 9 
(ou coujuguée à un triangle ctrconscrit à ©), rencontre ces 
deux diamètres respectivement aux points 4°, a, D’, b",, 
on aura la relation 

A? B° 

(c) TR Et 


! ! 
ca, .Ca, cOxxeb", 
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Si la conique ® est un cercle, on voit que : si par un 
point fixe c on trace deux droites rectangulaires rencon- 
trant une conique, l’une aux points a,, a,, l’autre aux 
points D,, b,, on a la relation 


I I 
RTE SA 04 OPA = Const. 

La valeur de la constante résulte du précédent théo- 
rème. Si c est le centre de la conique, on retrouve un 
théorème connu. 

Lorsque dans la relation (B) on suppose que la co- 
nique + passe par le centre de ©, nous dirons que : 

Lorsqu'une conique g’ passe par trois points conjugués 
à une conique © (ou bien est conjuguée à un triangle cir- 
circonscrit à ®) et par son centre, si l’on désigne par À, B 
deux diamètres conjugués de © et par A’, B’ les diamètres 
qui leur sont parallèles dans 4, on a la relation 


A? B° 


a PRIS 0 


Cette relation montre que si l’une des coniques est un 
cercle, l’autre est une hyperbole équilatère, ce qui donne 
quatre théorèmes plus ou moins connus. 

a même relation (B) doune le théorème suivant : 

Lorsqu'une conique 9 concentrique à une conique 9 
passe par trois points conjugués de celle-ci (ou est con- 
juguée à un triangle circonscrit à ©), si l’on désigne 
par À, B deux diamètres conjugués de w, par A, B’ les 
diamètres de de mème direction que les premiers, on 
a la relation 

A?  B’ 


TANT LM Er 


La relation (C) donne : 
Lorsqu'une conique q passe par les extrémités d'un 
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diamètre de la conique % et trois points conjugués de 
celle-ci (ou est conjuguée à un triangle circonscerit à ®), 
elle rencontre le diamètre À conjugué au premier en 
deux points &;, a, tels que 


: 


20H CGR 
c étant le centre de o, À la longueur du demi-diamètre. 


4. Pour n = 4, on a deux théorèmes généraux ana- 
logues à ceux démontrés plus haut (p- 301) : 


Taéorèmes IL Er IV. — Lorsqu'une surface 9 du se- 
cond ordre conjuguée à un tétraèdre abcd est conjuguée 
à un second tétraèdre a'b'c'd' (ou inscrite dans ce té- 
traèdre), si l’on concoit une surface +’ du méme ordre 
circonscrite au tétraèdre a'b'c'd' (ou conjuguée à ce té- 
traèdre), la somme des quotients que l’on obtient, en divi- 
sant les caractéristiques des points a, b, c, d par rapport 
à o', par les caractéristiques de ces mémes points par 
rapport à ®, est nulle. 


En désignant par r,, 7, les caractéristiques du som- 
met &a, par rapport aux surfaces © et 9’, nous écrirons 
done 

Fa 

Nous nous bornons à énoncer les théorèmes déduits 
de cette relation, en suivant le même ordre que pour les 
coniques. 

1° Toute surface du second ordre qui passe par sept 
des sommets de deux tétraèdres conjugués, passe par le 
huitième. 

2° Toute surface du second ordre 4’ conjuguée à un 
tétraèdre a’b'c'd’, circonscrit à une surface 9 du second 
ordre, et qui passe par trois des sommets d'un tétraèdre 
conjugué à ®, passe par le quatrième sommet. 


(1 Sr ) 
La théorie des polaires réciproques donne deux autres 
théorèmes : 
3° Une surface du second ordre o étant conjuguée à un 
tétraèdre abcd, si l’on désigne par p., p, les distances du 
sommet «a à deux plans conjugués par rapport à o, on a 


D ee = 10: 


4° Une surface du second ordre ® étant conjuguée à un 





tétraèdre abcd, si l’on désigne par p, la distance du som- 
met & à un plan tangent à 6,on a 


2 
P à 
0. 
Ta 


5° Une surface du second ordre 4 étant conjuguée à un 
tétraèdre, si par les sommets de ce tétraèdre on conçoit 
une surface du second ordre touchant les arêtes d’un 
triédre conjugué à ®, le plan passant par les points de 
contact touchera la surface ® 

6° Une surface du second ordre + étant conjuguée à un 
tétraèdre, si l’on inscrit dans ce tétraèdre une surface du 
second ordre +”, tangente aux trois côtés d’un triangle 
conjugué à 9, les plans tangents à la surface o’ menée par 
les troïs points de contact se couperont sur o. (Réci- 
proque du précédent.) 

7° Une surface du second ordre 9 étant inscrite dans 
un tétraèdre, si l’on conçoit une surface du second 
ordre +’. conjuguée à ce tétraëdre et touchant les arêtes 
d’un trièdre conjugué à 9, le plan passant par les points 
de contact touchera la surface 9. 

8° Une surface du second ordre ç étant circonscrite à 
un létraèdre, si l’on conçoit une surface du second 
ordre ®/ conjuguée à ce tétraèdre et touchant les côtés 
d’un triangle conjugué à 9, les plans tangents aux points 
de contact menés à la surface o' se couperont sur 9. 
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9° Deux surfaces du second ordre étant données, si 
l'on désigne par &, 5, y, 9 les distances du centre de l’une 
d'elles ç aux faces du tétraèdre conjugué à la fois aux deux 
surfaces, par &’, (’, y", 9’ les distances du centre de la se- 
conde o” à ces mêmes plans, on pourra inserire dans la 
surface ç” un tétraèdre conjugué à 9, si l’on a la relation 

. NA g 7 “in . de 

Cette mème relation aura lieu si l’on peut circonserire 
à o un tétraèdre conjugué à ®”. 

10° Étant données deux surfaces du second ordre D 
et ®’, cette dernière étant circonscrite à un tétraèdre con- 
jugué à o (ou conjugué à un tétraèdre circonscrit à o), si 
l'on désigne par À, B, C trois demi-diamètres conjugués 
de, par À’, B’, C’ les demi-diamètres de +’ parallèles aux 
premiers, on a la relation 


! 
= Ty 


A2 B? C° 
an pi | Ce 


dans laquelle 7, est la caractéristique du centre d de @ 
par rapport à q”. 

Si p est une sphère on a ces théorèmes : 

11° La somme des carrés des inverses des demi-axes 
principaux (ou de trois demi-diamètres rectangulaires) 
d’une surface &’ circonscrite à un tétraèdre (ou conjuguée 
à ce tétraèdre) est égale à la caractéristique du centre de 
la sphère conjuguée au tétraèdre (ou du centre d’une 
sphère inscrite au tétraèdre) par rapport à @” divisé par 
le carré du rayon d: la sphère (*). 

Si, au contraire, q’ est une sphère : 


(*) Ce théorème revient à celui donné par M. Painvin dans la ques- 
tion 760, que M. Faure ne connaissait pas quand il nous a envoyé son 
article au mois de novembre dernier. P. 
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12° La somme des carrés des demi-axes principaux 
d'une surface du second degré conjuguée à un tétraèdre 
(ou inscrite dans un tétraèdre) est égale à la puissance de 
son centre par rapport à la sphère circonscrite (ou con- 
Juguée) au tétraèdre. 

Remarque. — Un tétraèdre n’a pas en général de 
sphère conjuguée, il faut pour cela que ses arêtes oppo- 
sées soient rectangulaires; le point de rencontre de ses 
hauteurs est le centre de la sphère conjuguée. Les théo- 
rèmes dans lesquels figurent une sphère conjuguée sont 
donc relatifs à un tétraèdre dont les hauteurs se ren- 
contrent. 

13° Étant donnés une surface du second ordre ® ayant 
pour centre le point d et trois de ses demi-diamètres 
conjugués À, B, C, si une surface du second ordre o’ cir- 
conscrite à un tétraèdre conjugué à 4 (ou conjuguée à un 
tétraëdre circonscrit à o) rencontre ces diamètres respec- 
tivement aux points dy, @o, Pa, Dos C1, Ce, On a la relation 

A B: C: 


SE 
das Not "A0: a dc,.dc;, j 


Il serait facile de multiplier davantage ces applications 
de nos deux théorèmes généraux; ce qui précède suffit 
pour montrer le parti que l’on peut en tirer. 











CONSTRUCTION GRAPHIQUE 


de la courbe gauche du troisième ordre qui passe par six points donnés 
dans l'espace ; | 


Par M. POUDRA. 


ee rer 


Soient a, b, c, d, e, f les six points donnés dans l’es- 
pace. Prenons pour plan de construction celui qui passe 
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par les trois points a, b, c. Soient d', e* les projections 
des points d et e de l’espace, sur ce plan abc. 

Rabations ces points d et e de l’espace sur le plan 
abc en faisant tourner les verticales projetantes dd”, ee” 
autour de leurs traces respectives d*, e* dans une même 
direction, et soient, sur la figure, d,, e,, ces points ra- 
battus. 

Considérons le point 4 comme le sommet d’un cône 
du second degré passant par les cinq points a, b, c, e, f, 
et dont la base sur le plan abc sera une section conique 
abcmog. Regardons de même le point e comme le 
sommet d'un second cône passant par les cinq points 
a, b, c, d, f : il aura pour base, sur le plan abe, une co- 
nique abchpm facile à déterminer. 


Ces deux cônes ont une arèête commune de; leur in- 


tersection est alors une courbe du troisième ordre qui 
passera par les six points donnés. C’est cette courbe qu'il 
s’agit de construire simplement. 

Par l’arête de, commune aux deux cônes, menons un 
plan quelconque : il coupera le plan abc suivant une 
droite telle que mgh, qui passera toujours par le point 
m quatrième intersection des deux bases, point m par 
lequel passe l’arête commune de. Cette droite mgh ren- 
contrera en g la base du premier cône, et en h celle du 
‘ second ; et alors les droites dg, eh représenteront les 
arêtes des deux cônes qui sont dans le même plan; leur 
point d’intersection z sera donc un point de la courbe, 
mais rabatiu. En continuant cette opération par une suite 
de plans coupants, on obtiendra autant de points de la 
courbe qu'on le désirera, 

Si du point d, on mène les deux droites doÿ, dkq, tan- 
gentes à la base abcymo du cône dont ce point d, est le 
sommet rabattu, ce seront les limites des arêtes de ce cône, 
et la courbe cherchée et rabattue doit doncétre tangente à 


{ «Su #) 

ces deux droites. On obtiendra facilement les points de 
tangence : ainsi pour la tangente d, 0, on trace la droite 
mor, qui rencontre la seconde base abchpm au pointr, et 
ce point Joint à €, donne la droite re; j, laquelle représente 
l’arète du second cône qui se trouve dans le même plan 
que la base omr du premier. Le point j d’intersection 
de ces deux arêtes sera le point de tangence de la droite 
d; oj et de la courbe. On trouvera de même le point . 
En agissant de la même manière pour les tangentes e, /, 
ep, On trouvera les points / et 7, où ces droites sont 
tangentes à la courbe. 

On obtiendra la tangente à la courbe en un point quel- 
conque zen menant les deux arêtes dgr, ehr, qui déter- 
minent sur les bases respectives les points g et A; les 
tangentes en ces points se rencontreront en un point qui, 
joint à À, donnera la tangente cherchée. 

On trouvera facilement les asymptotes de la courbe 
gauche ; il suflit de déterminer dans les deux cônes les 
couples d’arèêtes parallèles et mener (comme ci-dessus 
pour la tangente au point z) les deux tangentes aux bases 
respectives passant par les traces de ces arêtes, alors 
par le point d’intersection de ces deux tangentes menant 
une parallèle aux couples d’arètes ce sera une tangente à 
leur point d’intersection, qui est à l'infini ; ce sera donc 
une asymptote de la courbe. Une des couples d’arêtes pa- 
rallèles est la droite dem ; il peut y en avoir trois autres, 
dont deux peuvent être imaginaires. 

Fous les résultats obtenus par ces constructions sont 
tracés sur le plan abc et représentent les constructions 
de l’espace rabattues sur ce plan ; en relevant tous les 
points on obtiendra donc la courbe gauche dans l’espace, 
et les pieds des verticales donneront la projection de cette 
courbe sur ce plan abc. 


SUR LE VOLUME D'UN TÉTRAËDRE ET SUR UN THÉORÈME 
BE STEINER : 


Par M. J. DE VIRIEU, 


Professeur à Lyon (institution Sainte-Barbe). 


Soit ABCD un tétraèdre; désignons par AH et AH les 
perpendiculaires abaïssées du point A sur la face BCD et 
sur C'D' projection de CD sur un plan mené par À per- 
pendiculairement à AB. 

AH est la hauteur du tétraëdre; AH! la distance des 
arêtes opposées AB, CD. Soit d l’angle aigu que forme le 
plan de la face BCD et le plan mené par À perpendicu- 
lairement à AB; c’est aussi l’angle des droites AB, AH. 

V désignant le volume, on a 


Vite AH S BCD,  AC/D’— BCD cosb, 


NS Ï * 
AH = AB cos9, AC D - AH >< C/D': 
2 
d’où 
Y=ZABX AH’ x CD”. 
Mais C'D’— CD cosy, u désignant l’angle aigu que for- 
ment les droites CD’, CD. Or y est le complément de 
l’angle aigu que forment les arêtes opposées CD, AB, et 
on a 
L I ; Ph 
Mere >< AB EGDERAMIERSM AB.CD }. 
Tuéorime. — Le volume d'un tétraèdre est égal au 
sixième du produit de deux arêtes opposées multiplié 


( 317 ) 
par le produit de leur distance mutuelle et du sinus de 
l’angle qu'elles forment. 


THÉORÈME DE STEINER. — Soient deux droites P, ©, 
non situées dans le même plan; si deux points À, B se 
meuvent sur P en conservant leur distance, que deux 
points C, D se meuvent sur Q, en conservant leur dis- 
tance, tous les tétraèdres ayant poul' sommets ces quatre 
points mobiles, sont équivalents. 


THÉORÈME SUR LE TÉTRAËPRE; 


Par M. A. SARTIAUX, 
Élève de l’École Polytechnique. 


M. Beltrami à énoncé dans les /Vouvelles Annales 
(question 663, t. IT, 2° série, p. 336) le théorème sui- 
vant : 


Les points milieux des vingt-huit droites qui joignent 
deux à deux les centres des huit sphères inscrites dans 
un tétraèdre quelconque sont sur une méme surface du 
troisième ordre qui contient toutes les arêtes du tétraèdre. 


On peut généraliser ce résultat et énoncer le théorème 
suivant : 


Les points divisant les vingt-huit droites qui joignent 
deux à deux les centres des huit sphères inscrites dans 
un tétraèdre quelconque dans le rapport des distances 
de ces centres à un plan fixe sont sur une méme surface 
du troisième ordre qui contient toutes les arêtes du té- 
traèdre. 


En effet, les centres des sphères inscrites sont définis 


par les égalités 


L'——) 10 11, LE PER — 
DEY= IE RE = ——2z— —{, 
ter À TN RES 
en A ml MES NES At 


Nous prenons le tétraédre donné comme tétraèdre de ré- 
férence. 
Soient 


TZ, ,X —Y —=7Z de EU 
deux des centres, et soit 
ax + By + yz+dt—0, 
le plan fixe. 


Soient p et p' les distances des deux centres au plan, 
on a 
p=K(a+$+y+ro)r x 7y—=70 
P'=K(a+B+y+d)z, x —=7y =3z—=—#, 
I 
HORS ETES ICEN EE} 


INT OUT: HO TENTE F2 ES 


et posant À — 


le point 
X'=Y'—=Z= pa FR+S), T' = —pwA0 
est évidemment sur la surface dont l'équation est 


Ô 
x t 


Zz 


( 319) 


car les valeurs de X’, Y’, Z’, T', peuvent s’écrire 
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Mais si À, B, C, D, V représentent les faces du tétraëdre 
et son volume, on a 


AX' + BY’ + CZ + DT'— 3 V, 
c'est-à-dire 





= - [p'(Ax + By + Cz + Dé) 
> PP 

+p(Az + By'+Cz'+Dr)] —3V, 
et comme 


Ax+By+Cz+Dr—3V, Ax'+By'+Cz + Dr —3V, 
2 pp’ 


FE 17 


P+P 





par suite, 


RE PIC PE Nam PJ PTE 


P+p p+P' 

LA / lr t' 
A EE 2 Ts 

P +P P +P 


ce sont précisément les coordonnées du point divisant la 
distance des deux centres dans le rapport de leurs dis- 
tances au plan fixe. Aïnsi si le plan fixe a pour équation 


ax + By +yz+dt—0, 


la surface du troisième ordre a pour équation 


Ô 
ATARI 
T Ÿ Z 14 


elle contient évidemment les arêtes du tétraèdre et est la 
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surface inverse du plan fixe. Lorsque le plan fixe est le 
plan à l'infini on a le théorème de M, Beltrami. 

Les quatre sommets sont des points doubles de la sur- 
face. Si l’on prolonge jusqu’au plan des trois autres les 
droites joignant un point double à un point de la surface, 
les pieds de ces quatre droites pris par groupes de trois 
déterminent quatre plans passant respectivement par un 
point fixe. Ces points fixes sont les points communs aux 
cônes tangents aux points doubles pris trois à trois. Ces 
cônes se coupent trois à trois en un seul point distinct des 
points doubles. 

Pour une position d’un point de la surface ces quatre 
plans forment un tétraèdre dont les sommets sont, les 
faces du tétraèdre des points doubles. Ces deux tétraèdres 
sont homologiques et le point de la surface est le centre 
d’homologie. 

Cette surface est en même temps le lieu des points tels 
que les pieds des parallèles à quatre directions fixes arré- 
tées aux faces d’un tétraèdre soient dans un même plan. 
Nous pouvons prendre les distances aux faces comptées 
sur ces directions comme coordonnées d’un point. Expri- 
mer que les pieds de ces quatre droïtes sont dans un 
même plan revient à dire que la somme algébrique des 
volumes des tétraèdres obtenus en prenant les coordon- 
nées du point trois à trois est nulle. L’équation qui tra- 
duit cette condition est 


Mreae MERS 
YZT sin YZT + XZT sin XZT 


À ES AS 
+ XYT sin XYT + XYZsin XYZ — o. 


Si l’on revient au système de coordonnées perpendicu- 
laires aux faces du tétraèdre, l'équation prend la forme 


:) 
pe SR En à 
FAURE à &°% 1f 
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ce qui démontre la propriété. Ce sont des propriétés tout 
à fait analogues à celles des coniques circonscrites à un 
triangle. Nous avons vu que la surface passe par les arètes 
du tétraèdre. Si l’on appelle R, R’les rayons de courbure 
aux deux points formant avec deux sommets un système 


harmoniqué, on a 
Laye 
Es: 7 exe cons , 
RAR 
Les arêtes du tétraèdre appartiennent à la ligne para- 
bolique de la surface. 


CONSTRUCTION (*) 
des centres des circonférences tangentes à trois cirecuférences données 
et des centres des sphères tangentes à quatre sphères données ; 


Par M.'E. STÉPHAN. 


a qd en 


Taéorème 1. — $: l’on augmente ou si l’on diminue 
d'une même quantité variable les rayons de trois cir- 
conférences Ci, C:, C3, leur centre radical décrit une 
ligne droite O; O:. 


La droite O, O; passe par les centres O;, O, des deux 
circonférences tangentes, l’une intérieurement, l’autre 
extérieurement aux trois circonférences C;, C:, C3.Il ré- 
sulte de là que : 

Pour trouver les centres O;, O:, il sufht de déterminer 
les points de la droite O,O, qui sont à égale distance 
de deux des trois cercles C;, C:, Cs. 

Ce dernier problème peut être énoncé plus générale- 
ment sous la forme suivante : 








qe 


(*) Extrait du Bulletin de la Société Philomathique, p. 133; 1865. 
Ann. de Mathémat., 2° série, t. V, (Juillet 1866.) ni 
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Trouver les points d’intersection d’une droite et d’une 
courbe du second degré : or, on sait résoudre cette ques 
tion dans tous les cas, par plusieurs procédés simples, 
avec la règle et le compas. 

Si l’on augmente le rayon de l’une des circonférences, 
de C; par exemple, d’une certaine quantité et que l’on 
diminue en même temps les rayons des deux autres C:, 
C; de la même quantité, ou inversement, le centre radi- 
cal décrit une autre droite qui passe par les centres des 
circonférences tangentes extérieurement à C, et intérieu- 
rement à C, et C, ou inversement. 

En résumé : Il existe quatre droites, faciles à con- 
struire, sur lesquelles sont situés par couples les centres 
des huit circonférences qui, dans le cas le plus général, 
répondent à la question proposée (*). 

Taéorème Il. — La droite O, O, est perpendiculaire à 
l’axe de similitude des circonférences C;, C:, G3. 

Cette propriété, connue de Gergonne, ressort aussi 
d’un travail de M. Mannheim sur le lieu des centres 
des circonférences qui coupent trois circonférences don- 
nées sous le même angle. 


Ce qui précède peut être répété textuellement pour 
quatre sphères. 


THéorëmE III. — Quand on augmente ou quand on 
diminué d’une même quantité variable les rayons de 
quatré sphères S;, S:, S:, S;, leur centre radical décrit 
une droite O, O,. 

La droite O, O, passe par les centres O;, O, des deux 
sphères tangentes, l’une intériéurement, l’autre extérieu- 
rement aux quatre sphères S;, S:, S:, S;. Il résulte de 


(*) Pour la question analogue relative aux petits cercles de la sphère, 
consulter un excellent Mémoire de M. Heegmann, dans le Recueil de la 
Société de Lille ; 1826. Pi 
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là que : Pour trouver les centres O;, O:, il suffit de dé- 
terminer les points de la droite O, O, qui sont à égale 
distance de deux des quatre sphères données. 

Cette question se résout à peu près de la même manière 
que la question de Géométrie plane qui lui correspond. 

Les centres des seize sphères qui, dans le cas général, 
répondent à la question, sont situés par couples sur huit 
droites analogues à O, O.. 

On sait que les plans radicaux de trois sphères, de S,, 
S2, S3 par exemple, se coupent suivant une même droite 
(D,) appelée axe radical des sphères. 

THéorëME IV. — S5 l’on augmente d’une méme quan- 
tité variable les rayons des sphères S,, S;, S:, la droite 
(D,) décrit un plan (P,) perpendiculaire à leur axe de 
similitude. 

Si l’onaugmente d’une même quantité les quatre rayons, 
on a quatre plans analogues (P,),(P.),(P;), (P;). 

Taéorème V. — Les plans (P,;), (P,), (P;), (P;) se 
coupent suivant une même droite perpendiculaire au 
plan de similitude des quatre sphères. 

C’est cette droite qui nous sert à effectuer notre con- 
struction. 
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NOTE SUR L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
SIMULTANÉES ET LINÉAIRES. 





La méthode d'Ampère pour la résolution des équations 


dz 
sas CT + Dz EM 


dy 
ment 





(1) 
dy , dz 
4 cdg (dr pl Tr us LD 
[A sale + C'y +D'z2=E 


dx 
1 
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exige que l’on ramène ces deux équations à deux autres 
L dy dz 
dont l’une ne contienne que --; et l’autre que —: On 
dx dx 
peut éviter cette opération préalable en procédant de la 
manière suivante. 

Je suppose en premier lieu que les coefficients À, B, 
C, D, A’, B', C’, D’ soient constants. J'ajoute les deux 
équations (I) après les avoir multipliées respectivement 
par 1 et par la constante 8. J’obtiens ainsi 


d 
FE [(A + A'6)y + (B + B'6)z] 


(1) 

+ (C + C'6)y (D + D’'8): —E +E'6. 
Je pose 
(2) (A + A'6)7 +(B - B'6)2— «, 


C + C’9 D + D'0 
(3) TR = EE — 


A + A’0 Re br 
et l'équation linéaire (1) se réduit à l’équation linéaire 


(4) Hu EE 


De la première des équations (3) on tire deux valeurs 
constantes (6,, 8,) de l'inconnue 8. Soient u, et u, les va- 
leurs correspondantes de u, obtenues en intégrant l’équa- 
tion (4). On aura 


(A + A’6,)7 + (B+ B'0,)z = 4, 
(A + A’0,)7 + (B + B'0;)z =, 


d'où l’on déduira les valeurs des fonctions inconnues y 
elre. 

Quand les coefficients des premiers membres des équa- 
tions (1) sont des fonctions de x, on procède d’une façon 
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analogue, mais en considérant 0 comme une fonction 
de x. Dans ce cas le premier membre de l'équation (1} 
doit être diminué de 


8 M A OP A mir: 
get ne ga es! Haiht 


termes qu'il a fallu ajouter pour compléter la dérivée de 
(A + A'6)y + (B + B'6)z ou de u. L’équation qui donne 


les valeurs de 8 est alors 








d'A d A’ d8 
A] 1 / PU PTS PIS CE ITEL à”: zurt 
CHACS dx dx $ AE 
A + A'0 Dur 
(6) RM AO dB 0 A2 
sr PR da Codr 
B + B'0 


Cette équation est du premier ordre, mais non linéaire. 
Quand on saura l'intégrer, on aura deux valeurs de 8 en 
attribuant à la constante arbitraire deux valeurs dis- 
tinctes, et le calcul s’achèvera comme plus haut. On 
simplifie l'équation (5) en supposant que À et A’sont 
-deux constantes, ce qui est toujours permis. 

La méthode précédente s’étend facilement au cas de 
trois équations simultanées. Nous n’examinerons que le 
cas où les coefficients seront constants. Soient 


d L dt 
FOND AOC, SHOP ÿ Ef. Ez + Ft—6G, 
dx dx dx 
d d dt 
(1’) ASE + BE + C' + D'y + E'z fees GE, 
dy d dt 
A + BE GE Der ue E/z+F'e— G”. 


J'ajoute ces équations respectivement multipliées par les 
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constantes 1, 0, À. J'aurai 


LCA + A0 + A") +(B + BA + B'A)e 
+(C+C0+C’2)r] 
(y + (D + D'6 + D’})y +(E + E/0 + E”))z 
+(F + F0 +F’))r 
= G + G/0 + GX. 
Je pose 
| (A + A/6 + A’x)y +(B + B'0 + B’})z 
+ (C+C'80+C’)r= u, 
| D+D'0+D"1 E+E'0 +E” 


(2°) 





AU A0 PARIS BORA 


(3') 
| M HO FAX TPS 
RL CE COUR 
et l'équation (1’) se réduit à l'équation linéaire 
(4!) pu GO AE À 
dx e 


Les équations (3') donnent, tout calcul fait, trois valeurs 
de 0 et trois valeurs correspondantes de À. L'intégration 
de l’équation (4) donnera trois valeurs correspondantes 
de u. Si l’on substitue à 0, À, u dans l'équation (2) tour 


à tour 6,, 1, U13 02, Às, Ua 5 05, À3, Us ON aura trois équa- 


tions pour déterminer les fonctions inconnues y, z, t 


On traiterait de la même manière des équations simul- 


tanées de la forme 





= + Cr + Dz—E, 


au moins quand À, B, C, D sont des constantes.  P. 
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SOLUTION DE QUESTIONS 
PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES. 


Question 998 


(voir 1'° série, tome XX, page 55); 


Par M. VIANT, 


Étant données deux Jigures homographiques F, F' 
dans un même plan, soient m, m', m" les points du plan 
homologues à eux-mémes. 

1° Si une conique est circonscrite au triangle mm’m", 
il n'existe sur cette conique que deux points tels, que 
deux droites tournant autour de ces points et se coupant 
sur la conique soient toujours homologues dans les deux 
figures. 

2° Si une conique est inscrite au triangle mm/m/, il 
n'existe que deux tangentes telles, qu’une ‘droite rou- 
lant sur la conique coupe ces deux tangentes en deux 
points toujours homologues dans les deux figures. 

(P. Larivre.) 


Dans tout système homographique le sommet d’un an- 
gle est homologue du sommet de l'angle des droites cor- 
respondantes. 

Soit donc une conique mm'm/”af" circonscrite au 
triangle formé par les points doubles; soient «, É” deux 
points satisfaisant aux conditions de l'énoncé. Pour cela, 
il faut et il suffit que « et É' soient des points homologues. 
Cette condition est nécessaire d’après le principe que j'ai 
rappelé. Elle est suffisante; car si elle est remplie, sup- 
posons menée la droite «y et son homologue «/7, et cou- 
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pous par la droite double 7m”; le rapport anharmonique 
des quatre points d’intersection de mm!” avecma, «y, am, 
a m” devra être le même que celui des points d’intersec- 
tion de mm” avec ma’, ay, am", «'m". Donc, ; doit se 
trouver sur une conique déterminée par les cinq points 
@, ŒIL Te 

Ces propositions établies, je dis que sur la conique don- 
née il n’existe que deux points «, «’ tels que l’un d’eux soit 
homologue de l’autre. Soit «’ un point quelconque de la 
conique donnée, considéré comme appartenant à la fi- 
gure F”, mais différent des points doubles. Pour trouver 
son homologueæje puis me servir de la conique homologue 
de la première. L’homologue de &’ ne peut se trouver sur 
la première conique qu’à la condition de coïncider avec 
l’un des quatre points d'intersection des deux coniques ; 
autres que m, m/, m qui sont des points doubles. Et 
réciproquement, un point autre que #7, m', m/, situé à 
lintersection de la conique donnée et de son homologue, 
sera l’homologue d'un point situé sur la conique donnée. 
On verrait de même que le point &’ ne peut se trouver qu’à 
l’un des points d’intersection de la conique donnée et de 
l’homologue de cette conique considérée comme apparte- 
nant à la figure F°. 

Je crois superflu de traiter le théorème corrélatif; il 
suflit, dans le raisonnement, de remplacer les points par 
des droites, les points des coniques par des tangentes à 
ces courbes, et réciproquement. 

Note du Rédacteur. — On démontre encore de la manière suivante 
qu’il ne peut exister sur une conique qui passe par les trois points », 
m', m".deux couples de points homologues &, x’; @, fi. En effet, si lon 
joint les points « et «’ au point 8, «fB aura pour homologue «'£; et de 
même si l’on joint & et &' au point «, Ba aura pour homologue £'«. 


Donc «&’8 et xf! doivent coïncider, ce qui ne peut avoir lieu que si & 
et 8 coincident ainsi que &' et f' ba 
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e . Le: 
Question 753 
{voir 2° série, t. V, p. 95); 


Par M. C. MASSING, 


Élève de l'École Centrale. 


Si l'on cherche le lieu des points d’où l’on peut mener 
à une ellipse ou à une hyperbole des tangentes faisant 
uni angle donné, on trouve une équation de la forme 


(æ'+ y} = Az +By + C. 


Réciproquement, étant donnée une équation de cette 
Jorme, peut-on trouver une ellipse ou une hyperbole 
telle, que si d’un point de la courbe donnée on mène 
des tangentes à l’ellipse ou à l’'hyperbole, ces tangentes 
fassent un angle donné? Le problème a-t-il plusieurs 


solutions P (G. Darsoux.) 


L’équation du lieu des points d’où l’on peut mener à 
une hyperbole ou à une ellipse des tangentes faisant un 
angle V, est 

) (a+ y} — 2 (a 0?) | y? 2 (a? b?) | a+ (ab) HULe 
+ | tang*?V 
a ni 
tang? V LL tang* V 





== O, 





le signe supérieur qui précède b? se rapportant à l’el- 
lipse, le signe inférieur à l’hyperbole : a? et + b° dési- 
gnant les carrés des longueurs des demi-axes de la co- 
nique, qu'on a rapportée à ses axes. Examinons dans 
quel cas on peut identifier l'équation (1) avec l'équation 


(x?+ y2}? — A x — By? — C— 0, 


en supposant qu'on fasse précéder D? du signe +. 
Pour que cette identification puisse avoir lieu, il faut 
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que les trois équations 


Dai B 
2 + DE > — —- 
(2) É "3 tang?V >” 
(3) ARENA CEE 
tang’V 2 
Voir 
2 b?\2 \ — 
(4) (a? + b?} + ang V +C—0, 


donnent pour 4°, b? et tang° V des valeurs réelles et posi- 
tives. 

L'inspection de ces équations montre que cela ne peut 
avoir lieu que si l’on n’a, tout d’abord, 


BEA 0, 
Ge 0. 


Je cherche les valeurs de a°, b? et tang* V qui satisfont 
au système des équations (2), (3) et (4). J’élève au carré 
les deux membres de l’équation (3), et de l'équation ainsi 
obtenue, soit 
4 {a+ b?)b? 4 b® A 


L 2\2 = — 
Rare tang? V Le tangiV 4 





= oO; 
je retranche l'équation (4); en effectuant les réductions, 
je trouve 


(5) AOL (7 + c) sin? V tang’V. 


Opérant de même sur l'équation (2), je trouve 


(6) APRES (7 +6) sin’ V tang’ V'; 


et enfin si J'élimine a° et b? entre les équations (2), (3), 


(4), j'obtiens 
(9) (A— B}tang' V — 4 (AB + 4C) tlang®V — 16C = 0. 


(294.1) 
Cette équation, où tang”* V est l’inconnue, aura ses ra- 
cines réelles, si l’on a 


(AB + 4C} + 4C(A—B)>0o, 
ou, sous une forme plus simple, 

(—4C—B)(—4C— A) > 0. 
ce qui exige que l’on ait ou 


PACE AT 
ou 


COR. 


Dans cette deuxième hypothèse, on aurait pour a' une 
valeur négative. Si donc les coefficients A, B, C satisfont 
aux inégalités 

B>AZ0o, 
C<o, A+4C>o, 


on aura pour l'équation (7) deux racines réelles de même 
signe et positives, puisque l’on a 


Ab A7 ch. 4C, 
et, par suite, 
AB +4C>o: 


et à ces racines correspondront des valeurs réelles et po- 
sitives de a* et b*, comme l’indiquent les équations (5) 
et (6). 

Donc, dans les hypothèses où nous nous plaçons, il 
existe deux ellipses telles, que si d’un point de la courbe 
donnée on mène des tangentes à ces ellipses, ces tangentes 
fassent un angle déterminé pour chacune d'elles par lé- 


quation (7). 


Examinons maintenant dans quel cas on pourra trou- 
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ver une ou plusieurs hyperboles répondant à la question. 
Je remplace dans toutes les équations précédentes b? par 
— b?. À priori, pour qu’il y ait une solution au pro- 
blème, il faut toujours que l’on ait 


BA. 


Mais C peut être positif ou négatif. Examinons suCCessi- 
vement ces deux cas : 


1° Si Cest positif, l'équation (7) a ses deux racines 

réelles en considérant tang” V comme inconnue, mais une 
seule est positive. L’équation (5) montre que si 

A? 

re 4 \ 
on aura une valeur positive de b* correspondant à cette 
valeur de tang” V. Si donc les coefficients A, B, C satisfont 
aux inégalités 


2 
B; > A::5Cy2:0, T+0>0, 


on a une hyperbole répondant à la question. 


2° Supposons C <To, les mêmes remarques que dans 
le cas de l’ellipse montrent que si l’on à 


BA, ’ + Co: 

il existe deux hyperboles répondant à la question, et à 
chacune d’elles correspond un angle déterminé par l’é- 
quation (7), et tel, que si d'un point de la courbe donné 
on mène deux tangentes à cette hyperbole, elles fassent 
entre elles cet angle. Ainsi en résumé : pour que le pro- 
blème admette une ou plusieurs solutions, il faut que les 
coefficients À, B, C satisfassent aux inégalités du tableau 
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suivant : 
C0, 
une hyperbole; 
B > A, A0, 
A! C deux ellipses et deux hyperboles; 
+4CT> 0 Co P F 
AT oO, 
| deux hyperboles. 
, 2V EE 4 C 
B— A sin Ne Ag 
LE DEUTÉE cs . 
A+4C>0o & 


un cercle et une hyperbole équilatère. 


Note. — La même question a été traitée par M. Niébylowski. 


+ Question 757 


(voir 2° série, t. V, p. 190); 


Par M. BRICOUT DE MONTAY. 


On donne une courbe de troisième classe ayant une 
tangente double : les points de contact de cette courbe 
et de la tangente sont À, B. D’un point quelconque pris 
dans le plan de la courbe donnée, on mène à celle-ci 


trois tangentes qui coupent la tangente AB aux points 
M, N, P. On a toujours 


AM.AN.AP pa 
BM.BN.BP  & 


Pa et pr étant les rayons de courbure de la courbe 
donnée aux points À et B. (MannuEIM.) 


Lemme. — On donne une courbe du troisième ordre 
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ayant un point double O, soient OA et OB les tangentes. 
Soit une sécante quelconque rencontrant la courbe aux 
trois points M, N, P et les deux tangentes aux points A 
et B. Je dis que 


sin AOM sin AON sin AOP 
sin BOM sin BON sin BOP 





est indépendant de la position de la sécante. 


En effet, 
sin AOM du AOM BO . 
sin BOM  BOM AO’? 


par suite 


sin AOM.sin AON.sinAOP  AM.AN.AP  BO 


sin BOM. sin BON.sin BOP  BM.BN.BP * 10° j 





Or, rapportée aux deux tangentes, la courbe a pour 
équation 


Sr Y)= 2x7 +ar +8 +yzt y + y'zy— 0. 





Soient 
AO Z a, NB0— 6: 
Alors 
AM.AN APas BOT LAS 2 Rae 
Den A0 Eu AA LR D LS EST — — = — == const. 
EM.BN.BP =? (0,0) a 


Ce qui démontre notre lemme. 


Si nous transformons cette proposition par les polaires 
réciproques, la courbe directrice étant un cercle, nous 
arrivons au théorème suivant : 


Soient À et B les points de contact d’une tangente 
double à une courbe de troisième classe, d’un point quel- 
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conique on mène des tangentes à cette courbe qui ren- 
contrent la première en MNP. On a La relation 


AM x AN << AP 
——————— — À — const. 
BM >< BN >< BP 

Supposons que le point O se meuve sur la perpendicu- 
laire élevée au milieu de AB, et supposons-lui une posi- 
tion telle, que AM et par suite BP soient des infiniment 
petits du premier ordre. 

AM et BP sont alors égales à un infiniment petit du 
deuxième ordre près aux moitiés des arcs élémentaires s 
et s de la courbe en À et B. 

Si & et f sont les angles de AB avec OM et OP, 


BUN pe Be MN 
œ PN pb œ PN 


ejafwis 


en négligeant les infiniment petits que l’on a le droit de 
négliger. Mais 
LR sin (OM.ON) STE VON OT) 
GONE, BON — 
et 


B MN MN sin(ON.OP) 


4" PN Xp’ sin(OM.ON) 


Quantité dont la limite, lorsque le point O est au mi- 
lieu de AB, est égale à l’unité. On a donc 


AMXANX AP Pa 
BMXBNX BP  p 


QUESTIONS (*). 


762. Le rayon de la sphère inscrite reste constant 
lorsque le centre de cette sphère se déplace sur une sur- 
face parallèle et égale à la première, cette seconde surface 
s’obtenant en faisant glisser la première parallèlement à 
son axe (**). (Painvis.) 


163. Trouver la forme générale d’une fonction telle 
que 


p(r+r)X eg (x—r)=[y(r)+o(r)le(x) — #9 (y): 


(On sait que sinx et Ax sont des solutions particu- 
lières. ) | (J.-Cu. Dupuis.) 


164. Les axes des paraboles qui ont pour foyer un 
point donné et qui passent par deux autres points don- 
nés sont parallèles aux asymptotes de l’hyperbole qui a 
pour foyers les deux derniers points donnés et qui passe 
par le premier point. (J.-C. Durain.) 


765. On partage les côtés d’un carré en x parues 
égales; par les points de division on mène des parallèles 
aux côtés de manière à partager la figure en n°? petits 
carrés. Pour $# rendre d'un sommet du carré donné au 
sommet opposé, on peut suivre plusieurs lignes brisées 
différentes ; parmi tous ces chemins, il y en a qui sont 
minimums et égaux entre eux; on propose d'en trouver 
le nombre. (J.-Cu. Duran). 





(*) La solution de la question 729, p. 279, est illusoire. On donnera 
prochainement une solution exacte. 


(**) Voir l'énoncé des questions 760 et 761 (p. 240). 


me 
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NOTE 


sur l’interprétation des formules qui donnent les angles des droites 
et des plans dans l'espace; 


Par M. PAINVIN. 


M. Chasles a donné, sur la transformation homogra- 
phique des relations d’angles, un théorème général con- 
cernant le cas où les angles que l’on a à considérer dans 
une figure plane sont égaux; ce théorème, d’une extrème 
importance, se trouve énoncé et démontré dans la Géo- 
métrie supérieure, n°% 624, 652. Les formules de la Géo- 
métrie analytique, qui fournissent les expressions des 
angles des droites et des plans dans l’espace, se prêtent 
facilement à une interprétation du même genre et con- 
duisent à des propositions également importantes. 

Quoique je n’aie vu nulle part ces propositions énon- 
cées explicitement, j'ai tout lieu de croire, cependant, 
que plusieurs géomètres ont dû connaître et appliquer 
certaines d’entre elles, principalement celles qui con- 
viennent aux droites et plans rectangulaires ; ainsi, le 
beau Mémoire de M. Chasles, sur les surfaces homofo- 
cales (Comptes rendus des séances de l’Académie des 
Sciences, 1. L; 1860), renferme la considération du 
cercle imaginaire à l'infini. Je pense qu'il n’est pas inu- 
ile d’insister un peu sur cette question ; et, si ces pro- 
positions ont déjà été énoncées, je laisse à qui de droit 
la priorité. Les formules bien connues de l’analytique à 
trois dimensions conduisant très-facilement à la démons- 
tration des propositions que Je vais énoncer, Je suppri- 
merai ces démonstrations. 
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ANGLE DE DEUX PLANS, 


Taéorëme [°° — SR est le rapport anharmonique 
du faisceau formé par deux plans donnés et par les 
deux plans menés par leur droite d’intersection tan- 
gentiellement au cercle imaginaire à l'infini, l'angle V 
de ces deux plans sera lié au rapport anharmonique R 
par la relation très-simple 
(1) tangV — DERRS ER d’où R Le 1 VUE 

TE R)V 1+ V—itangV 

Dans l’évaluation du rapport anharmonique, on doit 
regarder comme associés les deux plans donnés, d’une 
part, et les deux plans tangents au cercle imaginaire à 
infini, d'autre part. 


Lorsque deux plans sont rectangulaires, ils forment 
un faisceau harmonique avec les deux plans menés, 
par leur droite d’intersection, tangentiellement au 
cercle imaginaire à l'infini; on encore, leurs traces sur 
le plan à l’infini sont conjuguées par rapport au cercle 
imaginaire. 

Première conséquence. — Cette proposition nous 
fournit une méthode précieuse pour déterminer l'angle 
de deux plans dans un système quelconque de coordon- 
nées, soit coordonnées obliques, soit coordonnées tétraé- 
driques, etc. ; il suffira, en effet, de déterminer le rap- 
port anharmonique R défini dans le théorème précédent. 
Or, cette détermination ne saurait offrir de difficulté, car 
le cercle imaginaire est l'intersection d’une sphère quel- 
conque par le plan à l'infini ; d’un autre côté, les équa- 
tions des plans d’un faisceau peuvent toujours se rame- 
ner à la forme 


M—aN=0o, M—bN—o, M—cN=o, M—dN=—=0o, 
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et l’on sait que le rapport anharmonique à pour expres- 
sion 
(a—b)(c— d) 


(a ce d' (ec — b)’ 


en regardant comme associés le premier et le troisième 
plans, le deuxième et Îe quatrième. 


Deuxième conséquence. — Les questions où deux 
plans se trouvent assujettis à faire un angle donné peu- 
vent être généralisées comme il suit : 

1° À deux plans faisant un angle donné, on pourra 
substituer deux plans tels, que le faisceau, formé par ces 
deux plans et les plans menés par leur droite d'intersec- 
tion tangentiellement à une conique fixe et arbitraire- 
ment choisie, ait un rapport anharmonique donné; les 
autres conditions restant les mêmes. 

2° À deux plans faisant un angle donné, on pourra 
encore substituer deux plans tels, que le faisceau, formé 
par ces deux plans et les plans menés par leur droite 
d’intersection tangentiellement à une surface du second 
ordre fixe et arbitrairement choisie, ait un rapport anhar- 
monique donné. 

A deux plans rectangulaires, on pourra substituer deux 
plans conjugués par rapport à une surface fixe du second 
ordre, c’est-à-dire deux plans tels, que le pôle de l’un quel- 
conque d'entre eux soit sur l’autre. 

Le degré des lieux géométriques correspondant à la 
question primitive restera le même pour la question gé- 
néralisée. 


ANGLE DE DEUX DROITES. 


Taéorëme Il. — Si R est le rapport anharmonique 
du faisceau formé par les polaires (relatives au cercle 
imaginaire à l'infini) des traces des deux droites don- 


22, 
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nées sur le plan à l'infini et par les tangentes menées au 
cercle du point de concours des deux polaires, l'angle NV 
de ces deux droites sera lié au rapport anharmonique R 
par la relation 


bar yet 
LES PEARL 7 eu un 


(T-CR)VEN 1+ÿ— rtang V 
Dans l'évaluation de ce rapport anharmonique, on 
devra regarder comme associées les polaires des deux 
traces d’une part, les deux tangentes d’autre part. 


Lorsque deux droites sont rectangulaires, leurs traces 
sur le plan à l'infini sont conjuguées par rapport au 
cercle imaginaire à l'infini ; ou encore, les polaires de 
leurs traces sont CONJUgUCES par rapport à ce cercle. 


Première conséquence.— Le théorème qui vient d'être 
énoncé nous fournit encore une méthode facile pour dé- 
terminer, dans un système quelconque de coordonnées, 
l’angle de deux droites. 


Deuxième conséquence. — Cette proposition nous 
permet aussi de généraliser les questions où deux droites 
se trouvent assujetties à faire un angle donné. 

A deux droites faisant un angle donné, on pourra sub- 
stituer l’une ou l’autre des conditions suivantes : 

1° Étant choisis un plan fixe et une conique fixe dans 
ce plan, on exprimera que les polaires (relatives à la 
conique) des traces des deux droites sur le plan fixe for- 
ment, avec les tangentes menées à la conique du point 
de concours des deux polaires, un faisceau dont le rap- 
port anharmonique est donné. 

2° Ou encore, étant choisie une surface fixe du second 
ordre, on exprimera que les plans diamétraux respecti- 
vement conjugués des deux droites forment, avec les 
deux plans menés par leur droite d’intersection tangen- 
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uellement à la surface, un faisceau dont le rapport anhar- 
monique est donné. 

Les deux plans tangents sont évidemment des plans 
asymptotes. 

3° Ou encore, étant choisis un plan fixe et une sur- 
face fixe du second ordre (S) on exprimera que les plans 
polaires (relatifs à la surface S) des traces des deux 
droites sur le plan fixe forment, avec les plans menés 
par leur droite d’intersection tangentiellement à la sur- 
face S, un faisceau dont le rapport anharmonique est 
donné. 


À deux droites rectangulaires on pourra substituer 
l’une ou l’autre des conditions suivantes : 

1° Étant choisis un plan fixe et une conique fixe dans 
dans ce plan, on exprimera que les traces des deux droites 
sur le plan fixe sont conjuguées par rapport à la co- 
nique. | | 

2° Ou encore, étant choisie une surface fixe du second 
ordre, on exprimera que le plan diamétral conjugué de 
l’une quelconque des droites est parallèle à Pautre. 

3° Ou encore, étant choisis un plan fixe et une sur- 
face fixe du second ordre S, on exprimera que les plans 
polaires (relatifs à S) des traces des deux droites sur le 
plan fixe sont conjugées, c’est-à-dire que la trace de 
l’une quelconque des droites sera sur le plan polaire de 
l’autre trace. 


ANGLE D'UNE DROITE ET D'UN PLAN. 


Taéorème I. — S: R est Le rapport anharmonique 
du faisceau formé, d’une part, par la trace d’un plan 
donne sur le plan à l’infini et la polaire (relative au 
cercle imaginaire à l'infini) de la trace à l'infini d'une 
droite donnée; d'autre part, par les tangentes menées 
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au cercle imaginaire à l'infini du point de concours 
des deux premières droites ; l'angle V de la droite et du 
plan sera lié au rapport anharmonique R par la relation 


AUD DRE 
«) COL Nr pes BST Res: d’où Re 127 VON 
5 | 
(+R) V— 1 1 + V— 1cotg V 


Lorsqu'une droite est perpendiculaire à un plan, la 
trace de la droite sur le plan du cercle imaginaire à 
l'infini est, par rapport à ce cercle, le pôle de la trace 


du plan, et réciproquement. 


Première conséquence. — Le théorème énoncé per- 
mettra encore de trouver facilement, dans un système 
quelconque de coordonnées, lexpression analytique de 
l'angle d’une droite et d’un plan. 


Deuxième conséquence. — De là aussi nous conclu- 
rons la généralisation des questions où une droite et un 
plan se trouvent assujettis à faire un angle donné. 

À une droite et un plan faisant un angle donné, on 
pourra substituer l’une ou l’autre des conditions sui- 
vantes : 

1° Étant choisis un plan fixe et une conique dans ce 
plan, on exprimera que la polaire {par rapport à la co- 
nique) de la trace de la droite sur le plan fixe et la trace 
du plan donné forment, avec les tangentes menées à la 
conique par le point de concours des deux premières 
droites, un faisceau dont le rapport anharmonique est 
donné. 

2° Étant choisie une surface fixe du second ordre, on 
écrira que le plan diamétral conjugué de la droite et le 
plan donné forment, avec les deux plans menés par leur 
droite d’intersection tangentiellement à la surface, un 
faisceau dont le rapport anharmonique est donné. 

3° Ou encore, étant choisis un plan fixe et une sur- 
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face fixe du second ordre, on exprimera que le plan po- 
laire (par rapport à la surface) de la trace de la droite 
sur le plan fixe et le plan donné forment, avec les plans 
menés par leur droite d’intersection tangentiellement à 
la surface, un faisceau dont le rapport anharmonique est 
donné. | 

À une droite et un plan rectangulaires, on pourra sub- 
stituer les conditions suivantes : 

1° Étant choisis un plan fixe et une conique dans ce 
plan, on exprimera que la irace de la droite donnée sur 
le plan fixe est, par rapport à la conique fixe, le pôle de 
la trace du plan donné. 

2° Ou encore, étant choisie une surface fixe du se- 
cond ordre, on exprimera que le plan diamétral conjugué 
de la droite est parallèle au plan donné. 

3° Ou encore, étant choisie une surface fixe du second 
ordre, on exprimera que le pôle du plan donné par rap- 
port à la surface fixe se trouve sur la droite considérée. 


2 0 m6 et a tm mm tm mb mo or 





NOTE SUR L'INTERSECTION 
DES DEUX COURBES BU SECOND DEGRÉ ; 
Par M. ROUQUET, 


Professeur au lycée de Pau. 


Soient | 
ax+ bay +cy+ dr +ey +f —=o, 


ax? + b'xy + c'y+ d'x+e'y +f!—o, 
les équations des deux courbes. En faisant, pour abréger, 
A—a+ial), Bb + 6%, Ce + dl, .…, 


l'équation en À se présente sous la forme 


(1) AE? -+ CD’ — BDE + F(B'— 4AC)— o. 
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il s'agit de prouver que l’une au moins des racines 
réelles de l’équation (1) satisfait à la condition 


B° — 4AC >> 0. 
À cet effet, résolvons l’équation 


B°— 4 AC — 0, 
ou 


(2) (b+ ba) — (a + a'Xx)(e+ce 1) — 0, 

qui devient, en ofdonnant par rapport à À, 

(3) (b"?— 4a'c')X + 2(bb' — 2ac— 2a'c)1 + b?— 4ac—e®. 
Il y a lieu de disunguer deux cas principaux. 


1° b?— 4ac > o. 

Si les racines de l’équation (3) sont imaginaires ou 
égales, touté valeur de À donnera B° — 4 AC >> o. 

Supposons donc que les racines # et 4” de l’équa- 
tion (3) soient réelles et inégales. 

Remarquous d’abord que ces racines donnent le même 
signe à la quantité C—c+c'. En effet, la valeur 


C . es . 
À = — - qui annule C, rendant positif le premier mem- 
C 


bre de l'équation (2), puisqu'elle le réduit au terme qui 
est un carré parfait, est nécessairement en dehors des ra- 
cines de cette équation. Par suite À’ et À” ne comprenant 
point la racine de l’équation C — o doivent donner même 
signe au binôme C. Admettons, pour fixer les idées, que 
ce signe soit positif. 

Cela posé, les racines À’ et ” donnent à 


(BE — 2CD}— (B?— 4 AC) (E:— 4CF) 


une valeur positive, et comme on passe de cette expres- 
sion au premier membre de léquation (1), en divisant 
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par le facteur positif 4 C, À’ et À” satisferont à l'inégalité 
(æ) AE?’ + CD? — BED + F(B— 4AC)>> o. 


Dès lors, les quantités X et 2” comprennent entre elles 
deux racines de l’équation (1), ou aucune. 

Dans le premier cas, la racine réelle de l’équation (1), 
non comprise entre À et À”, donnera B°— 4AC > 0; 
dans le second, toutes les racines réelles de l’équation 
considérée rempliront cette condition. 

Si les deux racines d'et \” rendent C négauif, l'inégalité 
(æ) change de sens, maïs les conclusions sont les mêmes. 


29 D? 4a'c' Lo. 

On sait alors (vor les exercices de l’Æ/gèbre de 
M. Bertrand, 1‘° édition, p. 143) que les deux racines 
de l'équation (3) sont réelles. En outre, la valeur 


C L] L2 . L2 
À = — -; qui annule C, rendant positif le premier mem- 
C 


bre de l’équation (2), doit être comprise entre Jet l”, et 
par suite, ces racines donnent à C des signes différents. 
Le premier membre de l’équation (1) étant toujours po- 
sitif pour À — Ÿ, et À —/”, conduira à des quotients 
positifs ou négatifs suivant le signe de GC, et l’on aura al- 
ternativement pour l’une et l’autre des valeurs d’ et 4” 


AE’ + CD’— BED + F(B'—#4AC)< ou >o. 


Il en résulte que }’ et À” comprennent un nombre im- 
pair de racines réelles de l’équation (1). 

Si elles comprennent une seule racine, celle-ci rendra 
positive la quantité B° — 4 AC. 

Si elles en comprennent trois, toutes ces valeurs donne- 
ront 


B— 4AC > 0. 


Le cas de b’?— 4 a'c' = o se ramène aisément aux pré- 
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cédentes. En résumé, on voit directement, par l'examen 
de l’équation en À, qu’il existe toujours un ou trois cou- 
ples de sécantes réelles communes à deux courbes du se- 
cond degré. 


SUR LA PLUS COURTE DISTANCE DE DEUX DROITES QUAND 
ELLES DENIENNENT PARALLÈLES ; 


Par M. A. DE SAINT-GERMAIN, 


Docteur ès Sciences, Agrégé de l’Université. 


Étant données deux droites quelconques dont les équa- 
tons sont : 
x=az+p, Y—=brz+g, 
Es d'zn Mn '4lalt gs 


on trouve la grandeur de leur plus courte distance en 
menant par l’une un plan P parallèle à l’autre, et pre- 
nant la distance d'un point de la dernière, par exemple 
de sa trace sur le plan xy à ce plan auxiliaire. On trouve 
a1n$i ; 
(1) PO LE eur LE cn 2 mm ALT 1 

(a'— a} + (b'— b}+(ab'— ba'} 


Si les droites deviennent parallèles, cette formule est in- 
déterminée, et on ne peut lever cette indétermination par 
les considérations seules qui nous ont servi à établir la 
formule, puisque le plan auxiliaire cesse d’être défini. 
Cependant, la formule s'appliquant, quelque petits que 
soient 4 — a et b'— b, on doit voir ce qu’elle devient 
quand ces différences tendent indéfiniment vers zéro. Or, 
quand les droites deviennent parallèles, la perpendicu- 
laire commune devient indéterminée de position, et non 
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transportée à l’infini; en exprimant ce fait, on trouve 
entre 4 — à et b'— b une relation qui conduit à la limite 
de l'expression (r). 
Soient : 
a'— a—Aa, b'— b— Ab. 


Si entre les équations de la perpendiculaire commune aux 
deux droites on élimine z (*), on a une équation qui con- 
vient à cette perpendiculaire : 


(a'Aa + b"aB)}(x— p)Aa + (y —g)4b 
+(b4a—aab)[6(z—p)— a(r— 4)]| 

—(aAa + bAb)\(x— p')Aa + (y — g')Ab 
+(bAa— aAb)b"(x— p')— a (y — 4'} 


En regardant À a et À b comme de petites quantités du 
mème ordre de petitesse, on remarque que le coefficient 
de x, savoir : 


Aa(Aa?+ Ab!)+ Aa (bAa — aAb} 


est de l’ordre de Aa; il en est de même du coefficient 


(*) L’élimination de z est indiquée par la question que l’on traite ici. 
Il s’agit, en définitive, de déterminer la limite vers laquelle tend le rap- 
8 q P 
a!'— a a'— a 
Fr quand a’ et b’' convergent vers 4 et b. Or, D CAP 
près, le coefficient angulaire de la projection sur le plan xy, de la per- 
pendiculaire commune aux deux droites proposées. Car en désignant par 


port 








est, au signe 


x—=Az+u, Y—=Bz+6 


les équations de cette perpendiculaire commune, on a 


es B 
Aa+Bb+i—o, Aa +Bb+1—0o, d'où = — pe 


FRE; 


La limite de TRE est par conséquent la valeur que prend le coeficient 





e B : ; 
angulaire — + de la perpendiculaire commune, lorsque l’une des droites 


proposées devient parallèle à l’autre. G. 
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de y. Le terme constant est au contraire de l’ordre 
de Aa, en sorte que cette droite serait rejetée à l'infini 
quand Aa est nul. Pour qu’elle reste à une distance finie 
et tendant à l’indétermination, il faut que les termes de 
l’ordre de Aa dans la partie constante de (2) se dé- 
truisent; on trouve ainsi, en supprimant le facteur 
a Aa + b Ab qui ne peut être nul, car (2) se réduirait à 


b(x—p)—a(y—g)=0, 


ce qui est inadmissible ; on trouve la condition : 


Aa 
(3) | (1+ a?) (q RC ARTE 
| —G+8)(p—p)—ab(g—=q) 


Cela posé, la formule (1) peut s’écrire 


sien LOPET PI AU (dir 07) USE 
7 Aat+ Ab+(a4Ab—bAa} ? 





elle est homogène en Ab, Aa, qu’on peut remplacer par 
les valeurs proportionnelles d’après l’équation (3); alors 


on trouve en supprimant les facteurs communs haut et 
bas, 


um (P = Phet (din 9) LOÛP PNR ETS 
E 1 + a+ b? 


C’est précisément la distance de la trace sur le plan xy 
d’une des droites à l’autre, c’est-à-dire la distance cher- 
chée dans le cas qui nous occupe. 
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FORMULES DE TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQUE : 
Par M. E. BARBIER. 


tang À tangB  tangC 








tang À tangB tang OC = —— + me 
ë © ë cos b cos c cos à cosC ” 
tang a tangd  tangc 
Dee le0rD ang ct 0 ENNANINRINE, Jo DE 2er, 
5 ë ë cos B cos C cosB cos C 


sin bsinc + cos b cosccos A — sinBsin CO — cosBcos Ccosa. 
sin À __ tangC cosB + cosa sin B 
tang b cosc — cosAsinc sin a 
sin C cos b — cosB sin À + sin B cos A cosc, 
sin c cos B — cos à sin a — sin b cosa cosC. 
tang À sinB — cosccosB tanga tangb + cosC 
———— —— ——————  E —— — —— ———————— 3; 
sin € tang b — tanga cos C 
tang a sin b + cosCcosb  tangA tangB — cosc 
sin C _ tangB + tangA cosc 
sin C | 
—— — sina cosC + cotb cosa, 
sin B tangc 
sin € 


———— — sin À cosc — cotB cosA. 
sin à tang C 


La formule (1) donne à la limite pour le triangle recti- 
ligne la formule bien connue 


tang A tangB tangC — tang À + tangB + tangC. 


Toutes ces formules s’obtiennent en menant des diago- 


nales dans la figure formée par deux triangles supplémen- 
taires. 


Les formules qui ne contiennent point de tangente ont 
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été obtenues en égalant les valeurs du cosinus d’une dia- 
gonale déduites de deux triangles sphériques qui ont cette 
diagonale pour côté commun. 

Les formules qui contiennent des tangentes ont été 
obtenues en calculant la cotangente d’un angle partagé 
en deux parties, par le moyen des cotangentes de ces 
deux parties. | 

La démonstration de ces formules est facile par cette 
méthode. 

L'une de ces formules a été trouvée par M. Cayley et a 
été démontrée par M. Aiïry, astronome royal d'Angleterre, 
dans le Phrilosophical Magazine. 

Les formules {2}, (3) et (4) sont écrites dans le tome I 
des Ænnales de l'Observatoire impérial de Paris. 

Je ne sache pas que les formules (1) et (5) aient été 
remarquées. 


THÉORÈMES SUR LE CERCLE OSCULATEUR A UNE PARABOLE ; 
Par M. J.-Cx. DUPAIN. 


Le lieu des foyers des paraboles osculatrices à un 
cercle donné en un point donné est un second cercle qui 
touche intérieurement le premier au point donné et dont 
le rayon est quatre fois moindre. 


Je prends pour origine le point donné, pour axe des x 
la tangente au cercle et pour axe des y la normale; 

R, rayon du cercle; 

«, 5, coordonnées du foyer d’une parabole osculatrice 
au cercle au point donné; 

my + nx + p = 0, équation de la directrice de cette 
parabole. 
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L’équation de la parabole peut être mise sous deux 
formes différentes : 


(1) in 0 a V (o 
7,3 (Gi — m)y?— 2mnxy + (1— n)\x 
2)} D nes + GB? — p°— 0. 


Je suppose d’abord que le radical de l'équation (1) ait 
le signe —, et j'écris que cette équation multipliée par un 
coefficient indéterminé À est identique à l’équation (2), 
ce qui fournit six équations : 


(3) AA —=1— mm? 
(4) 1 VAC — mn, 
(5) 1C—1— 7", 
(6j ÀCR = 6 + mp, 
(7) O4 + np, 
(8) O0 + Pb —p’. 


Je tire m et n des équations (3), (5) pour les porter 
dans l’équation (4) qui devient : 





par suite, 


m—="#y1—2a, n=Æ\/ 2 ; 


Je prends d’abord 
mm = + V G 
Me AT E 


et l'équation (4) donne 
n = 


(*) Cette forme d’équation a été imaginée par Frégier (voyez les An- 
nales de Gergonne, 1. VI, voyez aussi la solution de la question 644), 
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Les valeurs de m et de n, substituées dans (6) et (7), 
donnent 


= p\/ A pue C 
EP PRG DEA ET EN’ 


et ces valeurs elles-mêmes, substituées dans l'équation (8), 


conduisent à 
__. G 
AE 2 Ae”? 


R VAC SERIE ICRA 
NS A ECS ES ON 


d’où 
QUE 


or, il est visible que 


R 
p°—= =. donc «+ f? — LE. 


+p—ap(r)=e. 


Ce Q. F. D. 


L'’équation de la directrice de la parabole s'obtient en 
remplaçant m, n, p par leurs valeurs, 


Va te RE ES 4 
TV xTc A EC TL Ne AG 


+a4/2+10 
14 C 2H 


Si l’on avait adopté pour m la valeur — V 


ou 


C 
A + G 
p auraient changé de signe, mais la directrice et par suite 
le foyer n'auraient pas changé. 

En prenant le radical de l’équation (1) avec le signe +, 
a change de signe, maïs le lieu des foyers reste le même et 





s re 
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la directrice devient 


” A or 
PA À Fe ENS) AU 


Donc les paraboles osculatrices à un cercle donné en 
un point donné sont deux à deux égales et symétrique 
ment placées par rapport à la normale commune. 

L'’ordonnée à l’origine de la directrice est constamment 


R 
hs UOnC: 
2 


Les directrices des paraboles osculatrices à un cercle 
donné en un point donné passent par un point fixe. 

Le rayon de courbure d’une parabole en un point 
donné sur la courbe est double du segment de la normale 
en ce point, compris entre la directrice et le point méme. 


Il en résulte une construction du ravon de courbure 
très-simple et peut-être nouvelle. 


Note du Rédacteur. — Dans l'Analyse des infiniment petits (2° édition, 
publiée en 1715), il est démontré que : Si l’on projette sur un rayon vec- 
teur FA d’une parabole, le rayon AC du cercle osculateur au point A, la 
projection AB est double du rayon vecteur FA. 

I] en résulte que la perpendiculaire élevée au foyer F sur le rayon 
vecteur FA, rencontre le rayon de courbure AC en son milieu M, puis- 
que F est le milieu de AB. Par conséquent, le lieu géométrique des 
foyers F des paraboles osculatrices à un cercle donné, en un point donné A, 
est la circonférence décrite sur AM comme diamètre. Ce qui est la proposi- 
tion démontrée par M. Dupain. 

Soient AD la perpendiculaire abaissée du point A sur la directrice de 
la parabole dont F est le foyer, et H le point où le rayon de courbure CA 
prolongé coupe cette directrice. L’angle DAH est, comme on sait, égal à 
l’angle FAC. Par suite, la similitude des triangles rectangles BAC, DAH 


donne 
AC te AB 2AF 


AH AD AD 


Donc le rayon de courbure AC est double du segment AH. 
I est clair que les directrices des paraboles osculatrices au cercle C, au 
point donné À, passent par le point H qui est fixe. G. 
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QUESTION D'ALGÈBRE ÉLÉMENTAIRE ; 


Par MM. MISTER £r NEUBERG, 


Professeurs à Nivelles (Belgique). 


—————— 


Quelle est la condition nécessaire pour que les deux 
valeurs de x soient égales et de même signe dans l’équa- 


tion (*) 
(ed— g'}x?— (1 +a?)d +{(1 +b')e — 2abg]V1+a+bt.x 
HD 0 2210: 


Si l’on résout cette équation par rapport à x, la quan- 
tité sous le radical devra être égale à zéro, ce qui donne 


[{i+a)d+{(1+ b)c— 2abg} —4(cd—g')(1+a+b)—=o. 
Développant le carré et crdonnant par rapport à g, il 
vient 
4(i+ a+ b?+ atb7)g — Aab[{(i + a!)d + (1 + b)c]g 

+ (ri +ae)d+ {ri + bt)ce} — 4cd(1 + a? + b)— 0, 
ou 


2 ab((G +a)d+{(i+b!)c] 
+ M (1 + a)(1 + b?) 











‘4 [{a+eæe)d+{i+6b)cf — 4cd(1 + a! + b?) ue 
f(i+a)(i+ 0?) 72 


(*) Cette équation est celle qu’on obtient lorsqu'on cherche sur une 


surface le point pour lequel les deux rayons de courbure principaux sont 
égaux. 
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Si l’on complète le carré commencé en £, on aura 
| ab{(1+ua)d + (1 + b)c]}° 
ht 27 2(1+ a)(1 + b°) \ 
[(i+a)d + (1 + b)cl — 4Acd(r + a? + b?) 
&( + a)(1 + 6?) 
a b[(1+a)d+(1+b)c} 
4 + a)}(1 + b?} 





réduisons au même dénominateur, cette égalité pourra 
s'écrire 
ab{(x Te 1+ b')c]|? 
2(1+ a?)(1 + b?) 
mie 1+a)d+{(i+b)c] —/4cd( 1+a)(1 + b?)( 
—+— 
4(i+a}(r +6} 





—0, 
ou encore 

( _ ab[({i+a)d+(i+é)e] 

ë 2(1+ a?)(1 + b?) 


k 
| 

+ Aer +b)[({+eæ)d=(i+é)el 
4(1 + a}(r + db} 


. 





Cette somme de carrés ne pourra être nulle que si chaque 
carré est nul séparément ; il faut donc que l’on ait: 
ab{(i+a!)d + (1+ b')ce] 

2(1+ a?)(1 + 6?) Ÿ 
(i+a)d = {1 + b?)c, 





5 


et, par suite, 
a0c 4 .nbd 
1+a  1+ 0 


4 ps. 74 
_ Telle est la relation qui doit être satisfaite pour que 


l'équation proposée ait ses deux racines égales et de même 
signe. 


mes eu en 


23 
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PRESSE SN EE EE RS 


NOTE SUR LES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES BU 5° DEGRÉ ; 
Par M. Josepnx SIVERING, 


Ingénieur. 


Pour résoudre l’équation algébrique du troisième de- 
gré, on fait usage, dans certains cas, de formules trigono- 
métriques, auxquelles on est parvenu en se basant sur les 
logarithmes imaginaires et sur la formule de Moivre. 

En remplacement de ces procédés transcendants, nous 
proposons ci-après une méthode élémentaire, qui nous 
paraît d’une application sûre et expéditive dans tous les 
cas. 

On démontre en algèbre que toute équation numé- 
rique de degré impair, a toujours un nombre impair 
de racines réelles de signe contraire à celui de son 
dernier terme. D'après cette proposition, l’équation 
XŸ+ px + q —0 aurait donc une ou trois racines de 
signe contraire à celui de g. Or, elle ne peut avoir 
trois racines pareilles, car l’équation est privée de son 
second terme, partant les racines ont leur somme égale 
à zéro, et ne peuvent être affectées toutes trois du même 
signe. 

L'équation x°+ px + q = 0 a donc toujours une, et 
seulement une racine de signe contraire à celui de son 
dernier terme. 

Cette remarque est la base d’un mode de résolution 
simple et pratique, car elle révèle l’existence, entre zéro 


et —Z, d’une racine u nique qu'on pourra chercher, sans 
O 


craindre d’être troublé dans les calculs par la présence 
simultanée de plusieurs racines voisines. 


(357) 
Passons à la détermination de cette racine, et dans ce 
but mettons l’équation sous la forme 


q 


TZ — ——: 


LP 
Pour que x soit affectée d’un signe contraire à celui 
. L . L] . (4 
de g, il faut et il suflit que dans la fraction PRES le 
: Gén VEN à 

dénominateur soit toujours positif. En tenant compte de 
celte remarque dans les essais à faire, toute valeur numé- 
riquement trop petite ou trop grande, mise à la place 
de x dans le second membre de l'égalité 


7 
X° + p° 


L'EI = 


en rendra le premier membre numériquement trop 
grand ou trop petit. 

Aïnsi attribuons à x une valeur d’essai quelconque a, 
d'un signe contraire à celui de g et telle encore que l’ex- 
pression a° + p reste positive, & sera une première limite 
de la racine; une seconde limite en sens inverse sera Ja 
fraètion — LR Aron En essayant ensuite une valeur inter- 

ARE 


Fo DEL ( 
médiaire entre les nombres «4 et — mnt nous aurons 
P 


! 


a! 


un nouveau couple de limites, plus rapprochées. Quelques 
opérations pareilles conduiront de plus en plus près de 
la racine cherchée, et les limites voisines trouvées indi- 
queront à tous les instants le degré d’approximation 
obtenu. 

La première racine trouvée, le calcul des autres ra- 
cines, réelles ou imaginaires, n’est plus une difliculté. 
Réduisons toutefois ce calcul en une formule, pour mon- 
trer combien le degré d’approximation pourra également 


( 558 ) 
y être satisfaisant. En divisant x°+ px + q par un fac- 
teur quelconque x — a, on trouve pour quotient 


2 + ATX A Han met) 40 
et pour reste 


> + ap + q. 


Si a est une racine, le reste de la division a° + ap +q 
sera nul, et le quotient égalé à zéro donnera les deux 
autres racines. 


Ainsi a étant une racine de l'équation 
CPI AE I0, 
les deux autres racines seront données par 


AE RTE DE 0, 


rene 


et vaudront 





METHODE 


pour résoudre les équations du 3° degré eu amenant dans le premier 
membre un cube parfait ; 


Par M. R. ALEXANDRE. 


Le type général des équations du troisième degré est 
T° + px° a mi 2 Des mit dt à 


Si nous y remplaçons x par y + h, y étant une nou- 
velle inconnue, et À une indéterminée, nous aurons une 
équation de la même forme en y : 


(x) 3 +p'} + qg'y +r'=0; 


( 399) 


dans laquelle on à 


De 3h —- P>» 
g—=3hk# +.2ph+.4, 
T1 hs + ph? + gh+r. 


L'indétermination de 2 nous permet d'établir une re- 
lation entre ces trois coefhicients; posons donc 


(2) 3p'r'= 9; 
ou, p', 1”, q' étant remplacés par leurs valeurs, 
3(3kh+p)(+ph+qgh+r) —=(3k + 2ph + a). 
Développée et ordonnée, cette équation se réduit à 
k(3g — p°) + h(9r — pq) + 3pr— g— 0. 


Supposons que dans l'équation (1), on ait remplacé # 
par une de ses valeurs, et divisons tous ses termes par 7", 
nous aurons 


SA 
SE 
à 
RQ 
> 





l'équation deviendra 


1\5° ! 2 19 GE 
(3) (:) Lib (© + a ()+i=e 
13 73 4 
r r 


Multiplions tout par z*, cela donne 





Aie 


Faisons maintenant, pour mieux mettre en évidence 


( 360 } 
le résultat que nous avons obtenu : 
q' 


RE: = 
1 


Comme nous avons posé 








3p" r' — Je 
ous aurons aussi 
3p' r! “À q' 
LE A Te 
r'° r'° 
ou encore 
P' CAVE Ps 
MAL LE AE 
r! 3 RAS 


L'équation (3) devient alors 


n° 
DANS DEN CT à EU 


et peut s’écrire 
2 nr nr? 
_——— — 1, 


1 An 
+32 + 3—2+ 
3 DPRPEMEE] 
Et l’on tire de cette équation, le premier membre étant 


un cube parfait, 
n ca en CUT 
LÉ ER Vrin o me eat LE 
3 


fée! 


Remarquons que # est ici entièrement connu, et que 
l’on peut remonter de z à x, par l'intermédiaire de y, 


au moyen des relations très-simples . 


1 
13 
JA fra) 
Z 
1 


13 


r 
= +h=— + h. 
z 
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SOLUTION DE QUESTIONS 
PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES. 


Question 755 ; 
Par M. H. MOREAU, 


Élève de Mathématiques spéciales au lycée de Besançon 
(classe de M. Chevilliet. ) 


Soient F, F”, les foyers d’une ellipse de Cassini, C son 
centre, P un point quelconque pris sur la courbe. La 
normale en P fera avec l’un des rayons vecteurs PE un 
angle égal à celui que la droite PC, menée au centre, 
fait avec l’autre rayon vecteur PF’. 

Démonstration analytique. — Soient x, y, les coor- 
données du point P, «& l’angle CPE”, &’ l'angle FPN que 


la normale PN forme avec le rayon vecteur PF. 
On aura 








Joe pa 
tang & = Lara FAN PNTANTET +. : 
2 F7 Hal C 
T(T+c) 


Cherchons maintenant la valeur de tang &’. 


Le coefhicient angulaire y’ de la normale au point P 
est donné par l’équation 


(ri rie ct)à 


4 Tam +y— c)? 
d'ou 
2 re +r +) 
PRE NON AE LS En LA) 


ME 6) 
Z(x—c'(x+y— ct) 





1 +- 


(a+ y) [ ( VE La Cr E r x] 


( 362) 
Mais, 


(at+y)(r+at—cæ)= (a +y)[rt+ (x —c)}] 
— (at + y) + ex (at + p°); 
d’autre part, 


C(y'+cx—x) = +e (x + y) + cx(ce — 2cx); 


donc, 
AL mn bn A LE LES cy 


ANG = —" "" — 
(a+ y? +ex)[r+(x—c}]  x(x+c) +7? 


— tang Ce 


Il s'ensuit &'! — x. Ce qu’il fallait démontrer. 


Note.— Des démonstrations semblables à la précédente ont été données 
par MM. Charles Ribeaucourt, du lycée de Lille; Venceslas Niébylowski, 
du lycée Bonaparte; Alphonse Tubrun, du lycée de Strasbourg ; P. Mar- 
ques Braga, du lycée Saint-Louis. 


Autre solution de la mëéme question; 


Par M. MARQUES BRAGA, 


Élève du lycée Saint-Louis (classe de M. Vacquant). 


Soit P’ un point voisin du point P, sur la courbe. Dé- 
crivons de F comme centre, avec FP’ pour rayon, un 
arc rencontrant le rayon vecteur FP, en R (*). Décri- 
vons, de même, de F’ comme centre, avec F'P’ pour 
rayon, un arc de cercle coupant F’P, en K. 


Lorsque P’ est infiniment voisin de P, les triangles 
PRP’, PKP’ sont rectangles en R et en K, car les arcs de 
cercle P’R, P’K se confondent alors avec leurs tangentes. 

Nous avons donc 


PR — PP’cos (PPR) :et. PK — PP'cos(P'PF'): 





(*) Le lecteur est prié de faire la figure. 


(363) 
Si nous appelons 7, r’, les distances FP, F'P, les ac- 
croissements PR, PK seront Ar, — Ar'. A la limite, 


PP’ devient tangente au point P, et en désignant par 
w, w’ les angles P'PR, P'PF", on aura 


COS dr 
> ZE — —3% 
COS w/ dr! 


ou, parce que 7r'=— const., 


COS «w r 


cos”  r’ 





La droite PC étant la médiane du triangle FPF’, on a : 


sin F’PC si FP r 


sinFPC _ FP 7 


D'où 
: T 
sin | — — w 
sin F’PC COS w ( 2 ) 
SA FPG LS cos n Dire 
sin | — — w 


Mais il est évident que 


/ L 
(Z—o)+ (Ts) =rrc+rre. 
\2 2 
D'où 
ÉPO= TES OP 
et 


\ 


rec (T —). c. Q-r. D. (*). 


(*) En général, si f(r,r')= 0 représente l'équation d’une courbe rap— 
portée à des coordonnées bipolaires, et Fi A É les dérivées de f(r, r'} par 


rapport à r et à r’, pour construire la normale en un point P de la courbe, 
il suffira de prendre sur les rayons vecteurs PF, PF’ dans le sens de ces 


(364) 
Note. — M. Martel, élève du lycée Saint-Louis, résout la question de la 
même manière. 


M. J. Gazères déduit de l’équation rr' — const. : 
dr r 


(r+dr)(r'+ dr')=rr, rd'+r! dr + dr'dr'— 0, Ta 0 PA 


Cette dernière relation le conduit à une construction très-simple de la 
tangente, et par suite au théorème énoncé. 

M. E. Muzeau, lieutenant d’artillerie, construit d’abord la tangente au 
point P, en suivant la méthode de Roberval; cette construction met en 
évidence la propriété de la normale. 


Question 756; 
Par M. Eu. C., 


Sotent F, F’ deux points fixes sur une surface sphé- 
rique, et considérons la courbe, lieu du point P tel, que 


I à I 
Her PF. tang > PF'=— const. Le grand cercle normal 


en P à cette courbe fera avec KP un angle égal à celui 
que fait avec F'P le grand cercle passant par P et le 
milieu de l'arc FF’. 


Je désigne par p et p' les ares PF, PF”. Soit M le mi- 


lieu de l’arc FF’; soient G et B' les angles de PM avec PF 
CPE 


Dans le triangle sphérique PME, on a 


k Re 
sin f ._ sin PMF 
sinMF  sinp 


rayons (si les dérivées def, ne sont positives), des distances PA, PB, 
proportionnelles hf re et de mener la médiane PM du triangle PAB. 


Dans le cas actuel, f, — 3" — PF' et A —=r— PF, Les triangles PAB, PF'F 


sont, par conséquent, semblables, et il est alors évident que l’angle MPF 
est égal à l’angle CPF’, puisque PC est la médiane du triangle PF'F, G. 


(365 ) 
De mème dans le triangle sphérique PMF", on a 


| PERS 
sin f” # sin PME 
sinME sing’ 








sin f {pa sin p 








sinf  sinp’ 
Soit, maintenant, p un point infiniment voisin de P sur 
l'arc de grand cercle tangent en P; soient « et &' les an- 


gles que font PF et PF’avec l’arc de grand cercle normal. 
On trouve sans peine 











Æ d | se dy 
SIDR — -— de sin &«’ — sa ce 
S ds 
sin œ dp 
(2) FT PTE 
sin & p 


le double signe étant mis, afin que les sinus et par suite 
leur rapport soient toujours positifs. 
Mais de l’équation 


I I 
tang — p X lang à D CONSL 


on tire, en différentiant, 


dptang L dptang L 
——————— —+ a = O0, 
cos? Ê cos? FR 
2 2 
RME p" 


sin p sin p" 


A cause de (2), cette dernière égalité donne 








sin & sin p 
a — Se 
sin & sin p 
Or, 
NE. 6 1 GB; 


( 366 }) 
donc de (1) et (3), il suit que l’on a 


TRnr 
a 6e 1e Ce; F5: 


Note.— La même question a été résolue par MM. E. Muzeau, Gazères 
et Moreau, élève du lycée de Besançon. 


Question TA9; 
Par MM. Camizze MASSING #r H. KAENTZ, 


Élèves de l’École Centrale. 


My?+ Nx°—1= 0, étant l'équation d’une conique, 
æ, 6, y représentant les angles faits avec l’axe des x 
par les côtés d’un triangle ABC, inscrit dans la co- 
nique, et %o, Vos r représentant les coordonnées du 
centre et le rayon du cercle circonscrit au triangle, on a 
les relations suivantes : 


in « sin 6 sin ns” 
n = ——————— 
Sin & SI 7 É [M Te N) 
M 
COS a 0056 0087 = nr nr 


M[7— rcos(a +6+7y)}+Nfx— rsin(x+6+y)}—1=o (*). 


Démonstration. — En désignant par Xi, Y13 Ze, Ya3 
X3, V3 les coordonnées des sommets À, B, C, nous avons 
les relations 

Lie Lao Mia 


COSæ  Ssina 
My +Nz —1—o, 
My; +Nx —1—=0; 


(*) Nous rectifions, dans ces formules, deux fautes qui nous ont été 
indiquées par MM. Massing et Kaentz et par M. Melon. 


( 367 ) 


d'où nous tirons 
(1) M(yi+ 2) sina + N (x: + x) cosa — 0. 


Les coordonnées xs, yo du centre du cercle circonscrit 
au triangle, vérifiant l'équation de la perpendiculaire 
élevée au milieu du côté AB, nous avons 


(2) (Yi+ 92) Sina + (x + 22) cosa — 2 (x, coOsa + Y,sinæ). 
Les relations (1), (2) donnent 
2M sin & 
D nl cos)? 


cos x 


Per PP 2N SOS 
te M —N De ° sinæ 


On aura de même 





2M siné 
Lo + OT CT TEE LT & 





° cosé 
Éd AN / 5 co56 
7 = — —— Lo = |: 
2 V3 Re RU né) 
D'où 
2. M sin (6—«) 
LS Se ns 
- RE TR A RER 
SAUT) » sin (6—«) 
PONT TT AN À snasné 
Mais 
La — X e 
——— = 2rsin (6 — «) (*), 
cos y 
La — TX ; , . 
(*) = : représente la valeur du côté AC; d’ailleurs 
sy 
sin(6—x)—sinB: 
l'égalité 
TL,— ZT . 
rereae à 0 QE CE 
revient donc à 
AC= 2r,.sinB, 


formule bien connue. 


( 368 ) 
et 
Vi : 
Ti ÈS 2rsin (6 — &); 
sin 
en égalant ces dernières valeurs de x3 — x, y3— y4 à 
celles que nous avons précédemment obtenues, il vient 


Lo 
COS « COS6 COS y — Ha TIR 
r(M —N 
el 
sin «& Siné sin Die 
ù (24 ù ZE ————— 0 
TT AMEN) 


Ce sont les deux premières relations qu’il fallait dé- 
montrer. 

Actuellement, cherchons les coordonnées du quatrième 
point d’intersection de la conique My?+ Nx?— 1 — 0, 
et du cercle circonscrit au triangle ABC (les trois autres 
points d’intersection étant les sommets A, B, C du 
triangle). 

En éliminant x entre les équations 


Myi+Nat—io et (2—mf+(y—n}—r#—0, 


nous trouvons une équation du quatrième degré, dans la- 
quelle la somme des quatre racines y, Yo, Ys, y: est 
donnée par la relation 


ANT . 


(3) III EDIT MEN y 


Or, d’après les égalités déjà obtenues, on a: 





2.N COS « 
Vi TV: EN EN Hit , 
TER 2N y cos6 
+ 3 — N—=M Yo Toy — , 


° cosy 
Ma Mantes Vo Hilo }: 
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d’où 





3Ny N COS & # cos6 cosy 
Qt rs N—M' NM" \sne ‘sine siny 


En retranchant l'équation (4) de l'équation (3), on a 


LR EAN AINEME 


N N cos & cos6 cos 
sinæ sin6  siny 











Or, 
cosæ  Ccosé cosy  COsx Cos6 cosy — cos(x + 8 + y) 
RIRES E Er ENTIER . . . Dr 7 
sinx sin6  siny sinzsiné sin 
et 
à in & sin 6 sin 
— 9 = — rSinasin6 si 
NM" ds 
My 
COS & COS 6 COS y = ———— 
X 7 r(M=N) 


Au moyen de ces dernières relations, l'équation (5) de- 
hé ; 
vient 


NY MY 
EE RO 
NM NN r'COS (œ + ) 


Y4 
= Yo — rCOS(a +6 +). 
Un calcul semblable donne 


Li XL —rsin (ax +8 + y). 
Donc 


M{y0— rcos (a + 6 + y)f+ Nfxs — rsin (a +6 + y)F—1—0. 
Ce qui démontre la troisième relation. 


Note.— La mème question a été résolue par M. Melon, et par M, Ca- 
mille Laduron, élève à l'École des Mines de Liége. 


Ann, de Mathémat., 2 servie, t. V. (Août 1866.) 24 
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SOLUTION DE LA QUESTION 


donnée au concours général de 4 862 pour la classe de Mathématiques 
spéciales ; 
Par M. LEBASTEUR. 
(Copie couronnée.) 


On donne deux coniques ayant un méme foyer et 
leurs axes proportionnels. Soient FA, FA leurs rayons 
vecteurs MAniMUImMNs ; ON fait tourner ces rayons vecteurs 
autour de F, en conservant leur distance angulaire; 
soit FC, FC’ une position. En C et C’ on mène les tan- 
gentes à chacune des coniques. Trouver le lieu de leur 
point M de rencontre. 


L'équation de la première conique, en prenant pour 
axes les parallèles aux axes de la courbe menés par le 


foyer F, est 





x? + Le —— e?+}?, 
où 
Re Liæ b? 
D Va VI RE 


. Celle de la deuxième est 
z+ y = eT"?, 


e ayant la même valeur puisque les axes sont proportion- 
nels, et 

T = x cosa + y Sinx —p, 
où 


(371) 
k étant le rapport donné de proportionnalité et & l’an- 


gle AFA’. 
Les tangentes aux points C et C’ auront pour équa- 
tions, en appelant o l'angle CFx, 
(1) T COS9 + YSINy — E€y, 
(2) x COS (o + a) + ysin(p + ax) —eT. 


En éliminant © entre ces deux équations, on aura 
l’équation du lieu. A cet effet, j'écris la deuxième 


(3) (x cosa + y sina) coso + (ycosa — xsinx)sing — eT'. 


Des équations (1) et (3), considérées comme deux équa- 
tions du premier degré entre sin® et cos, je tire les va- 
leurs de ces inconnues 








(4) Sin —= € 7 (æ cos +rsinæ) 53 if] 
: (x? + y?) sin « 

cosa — xsinaæ) — Ty 

(5) cOSy € 7 Ur cos f Tu A PETRESS 


(x? + y?) sina 


et faisant la somme des carrés de (4) et (5), on a 


sin? « 
(6) + y —2T7ycosa — (x + y) e? \ 





L'équation (6) est sous une forme très-remarquable 
l'équation d’un cercle. En remplaçant F, y par leurs va- 
leurs, cette équation devient 


2 £ 


. . + b 
a Sin'a(æ°+ y°) — 2 — (1 + cos'a — 24 cosa)x 
C 
2 k bi 
FR. DS (I cos æ) y Far (1 + #1 — 2 & cos x) se : JR 
€” 


Mais il n'est nul besoin de faire cette substitution. 
fl suffit qu'il demeure acquis que le lieu est un cercle, et 
la Géométrie termine très-élégamment la question. 


24. 
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L'équation (6) nous fournira seulement un dernier ré- 
sultat. 

Si l’on cherche, en effet, la position du cercle qu’elle 
représente relativement aux deux coniques données, on 
reconnaît tout de suite qu'il est doublement tangent à 
chaque conique. 

Donc le centre du cercle se trouve sur chacun de leurs 
petits axes et par suite à leur intersection. 

En outre, dans la position primitive des rayons vecteurs 
minimums, et après une rotation de 180 degrés, il est clair 
que nous avons les deux points des extrémités du diamètre 
du cercle; donc ce cercle est complétement défini. 





DÉMONSTRATION DES THÉORÈMES DE M. GROUARD 


(voir 2° série, t. IV, p. 546) ; 


Par M. P. SAACKÉ, 


Élève en Mathématiques spéciales au lycée de Montpellier 
(classe de M. Garlin }. 


remets 


4: On donne un cercle O et un point F dans un plan: 
l'enveloppe d’un côté d’un angle constant dont le s5om- 
met décrit la circonférence O, et dont l’autre côté passe 
par le point F', est une conique à centre. 

2. Si l'on fait varier la grandeur de cet angle, toutes 
les coniques que l’on obtient sont semblables et ont le 
point F pour foyer commun. 


3. Ces coniques ont pour enveloppe le cercle donné 
qui les touche chacune, doublement. 


4. Les directrices correspondantes au foyer EF passent 


par un méme point. 


(3733) 
o. Le lieu des seconds foyers est une circonférence 
concentrique à la circon  férence donnée. 


Démonstration. — 1. Rappelons une propriété des 
coniques à centre : le lieu des pieds des perpendiculaires 
abaissées d’un foyer d’une conique à centre sur les tan- 
gentes à la courbe est une circonférence décrite sur l’axe 
focal de la conique, comme diamètre. 

Inversement, si par un point F on mène un rayon 
vecteur FA à une circonférence donnée, et si l’on tire AB 
perpendiculaire à FA, la droite AB touchera constam- 
ment une section conique, ayant le point F pour foyer, 
et qui sera une ellipse ou une hyperbole, selon que le 
point F sera intérieur ou extérieur au cercle. 

Cela posé, soit «& l'angle constant dont le sommet A dé- 
crit la circonférence donnée O, et dont l’un des côtés 
passe constamment par le point donné F. Abaïssons de ce 
point fixe F une perpendiculaire FB sur le second côté 
de l'angle. Le pied B de cette perpendiculaire décrit une 
circonférence quand le point À parcourt la circonférence 
donnée O. Car l’angle AFB est invariable, et le rapport 
FB ’ 1£ ; 
px St constamment égal à sin x. Il en résulte que le 
point B décrit une circonférence dont le centre O’ est 
sur une droite FO’, faisant avec FO un angle 


QUO PESTE 2: 


el à une distance de F égale à OF Xsin«. Le rayon KR’ 
de cette circonférence est égal à R sin &, en désignant par R 
le rayon de la circonférence donnée O. 

On voit done que l'enveloppe des droites AB n'est 
autre que l’enveloppe des perpendiculaires aux extrémités 
des rayons vecteurs menés d’un point fixe F aux difté- 
rents points d'une circonférence O’. D’après le théorème 


(374 ) 

que nous avons rappelé, cette enveloppe est une conique 
à centre ayant pour foyer le point F. Ce sera une hyper- 
bole si le point Fest extérieur au cercle O’, et une ellipse 
si le point F est intérieur. 

Selon que le point F est extérieur ou intérieur au 
cercle O', ce point est extérieur ou intérieur au cercle 
donné O. Car les égalités 


FO'— FO.sina, et R/'—Rsina 


donnent 


on a donc 
FOR HOoUuX "FO SFR; 


selon que FO’ est plus grand ou plus petit que R’. 

Ainsi, l’enveloppe de la droite AB est une hyperbole 
si le point F est extérieur au cercle donné O, et une 
ellipse si le point F est intérieur à ce cercle. 

Après avoir fait cette distinction entre les coniques, il 
est naturel de se demander comment s'effectue le passage 
de l’hyperbole à l'ellipse. 

À cet égard, étudions le cas où le point Fest situé sur 
la circonférence donnée O. 

On a alors 

FO FO’ 


— I, etparsulle 1; 
R° 


R 





ce qui fait voir que le point F est aussi sur la errconfé- 
rence O’. Les droites AB passeront toutes par le point F’ 
diamétralement opposé à F sur la circonférence O’. La 
droite BF', pour une position particulière, se confond 
avec le diamètre FO’F". Dans une autre position, elle se 
place en EF’, On peut donc considérer la droite FF’ comme 


( 375 ) 
l'enveloppe des droites BF’ (*) ; et cette droite elle-mème 
peut être regardée, soit comme une ellipse infiniment 
aplatie, soit comme une hyperbole infiniment allongée. 
Dans tous les cas, les points F, F’ sont à la fois les foyers 
et les sommets de cette conique limite. On pouvait pré- 
voir que les foyers doivent, dans le cas où F est sur la 
circonférence O, coïncider avec les sommets; car on a 
alors 

FO’ 

RAS 





O' au 4 ? 
et Fu représente l’excentricité de la conique. On voit de 


même que la conique enveloppe a un centire. 


Remarque. — La proposition que nous venons de dé- 
montrer n’est que la réciproque de cette proposition con- 
nue : le lieu des pieds des obliques menées de l’un des 
foyers d’une conique à centre sur les tangentes, et sous 
une inclinaison constante, est une circonference dont le 
centre est un point du second axe de la conique. 

Tout ce que nous avons dit se déduit immédiatement 
de ce théorème. 


2. 91 l’on fait varier la grandeur de l'angle «, toutes 
les coniques que l’on obtient sont semblables et ont le 
point F pour foyer commun. 


En effet, nous venons de voir que le rayon du cercle O° 
est Rsina; de plus 


LPO PQ nie ASE, 


(*) On sait d’ailleurs qu’un systéme de deux points peut être considéré 
comme une conique et que dans ce cas les tangentes à la conique sont 
toutes les droites passant par l’un de ces points (voir le Traité des Scc- 
tions coniques de M. CuasLes, p. 32, n° 32). 

Cette note est de M. Saacké. 


( 376 ) 
On a donc, en nommant 24, 2b les axes et 20 la dis- 
tance des foyers, 


d=KsMmé) No dSsnma: 


, , . , C 
Ces formules montrent tout d'abord que l’excentricité - 
«a 


est indépendante de &. 
En outre, de légalité 








” d? 
a R° 
on déduit 
Ve 7 MR ets Fe à CE ARE 
7 ain den der DORA lun 


Les axes étant proportionnels, les coniques sont sem- 
blables. Il résulte de la démonstration du théorème E 
qu elles ont toutes pour foyer le point F. 


3. Lorsque le point F est extérieur au cercle donné O, 
les coniques ont pour enveloppe la circonférence O, qui 
les touche chacune en deux points. Considérons l’hyper- 
bole enveloppée par la droite AB, lorsque le sommet A de 
l’angle constant parcourt la circonférence O. Quel que 
soit l'angle æ, il y a sur l’hyperbole un point D tel, qu'en 
ce point le rayon vecteur fait avec la tangente un angle 
égal à «. Ce point appartient évidemment à la circonfé- 
rence donnée. Dès lors, la circonférence et l’hyperbole 
ont le point D commun, et comme ces deux courbes ne 
peuvent pas se couper, elles sont évidemment tangentes 
en ce point. Le même raisonnement s'appliquant aux 
deux branches de lhyperbole, on voit qu'il y a deux 
points de contact symétriques, par rapport au second axe 
de la conique. 

Ces coniques, extérieures au cercle, lui étant double- 
ment tangentes, le cerele est leur enveloppe. 
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Remarque. — Lorsque le point F est dans l’intérieur 
du cercle donné, les coniques que l’on obtient en faisant 
varier « ne sont pas toutes doublement tangentes au cercle. 
Pour s’en assurer, il suffit de supposer que le point F 
coïncide avec le centre O du cercle donné. Car, dans ce 
cas, les coniques deviennent des circonférences concen- 
triques au cercle donné. Mais, en admettant que F soit 
intérieur au cercle O, nous allons déterminer à partir de 
quelle valeur de « les ellipses enveloppes cessent d’être 
tangentes à la circonférence donnée. 

Menons le rayon vecteur FA perpendiculaire à OF, et 
par le point À où il rencontre la circonférence O con- 
duisons une tangente AB à cette circonférence. L’angle . 
aigu FAB sera évidemment le minimum des angles que 
les rayons vecteurs menés de F aux différents points de 
la circonférence forment avec les tangentes en ces points. 
Il s'ensuit que les coniques correspondantes à des valeurs 
de l’angle « moindres que l’angle FAB ne peuvent être 
tangentes à la circonférence O; car, s’il y avait un point 
de contact, la tangente en ce point à la conique qui serait 
aussi tangente au cercle, ferait avec le rayon vecteur un 
angle « moindre que FAB, ce qui est impossible. 


4. Les directrices correspondantes au foyer F passent 
par un même point. 


Pour une valeur particulière de «, l’axe focal de la 
conique est dirigé suivant la droite FO’, et le second axe 
suivant la droite OO’ perpendiculaire à FO’ au point O’. 
On a 


1 : : b? RAA \ 
GR RSina,l c— dsinma, ps El Ver cui Ft 


La directrice correspondant au foyer F est parallèle 
à O’O, et rencontre O’F en un point H dont la distance 
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a Fest (=) sinæ. D'où 


| AUSARS : CR à 


20 wa” 











Soit G le point où la directrice rencontre la droite FO, 
les triangles semblables FHG, FO/O donnent 


FG _HF 1 Re 
FO FOUT 


Donc, lorsqu'on fait varier «, les directrices correspon- 


dant au foyer F, rencontrent, toutes, la droite FO en 
- un même point G. 


9. Le lieu des seconds foyers est une circonférence 
concentrique au cercle donné ©. 


En effet, si F' est le second foyer, on aura 
O'’F'—O'F, par suite OF' —=0OF, 


puisque OO’ est perpendiculaire sur FO". Donc, le lieu 
des seconds foyers F” est la circonférence décrite du 
point O comme centre avec OF pour rayon. 


Note. — La même question a été résolue par MM. Paul Capin, élève en 
Mathématiquesspéciales au lycée de Montpellier, P. Cagny et Léon Blouet, 
élèves du lycée Charlemagne; Puel et A. Juncker. 
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SOLUTION DE LA QUESTION PROPOSÉE PAR M. GRIFFITHS ; 


(voir 2° série, t. IV, p. 522); 


Par M. Léon BLOUET, 
Élève du lycée Charlemagne (classe de M. Hauser). 


Soient E,, E;, E, les centres des cercles exinscrits à un 
triangle ABC; le cercle circonserit à ce triangle est le 
cercle des neuf points du triangle E,E,E.. 

Soit donc ABC le triangle donné, je construis les cer- 
cles exinscerits; leurs centres E,, E;, E. sont donnés par 
l'intersection des droites AE,, AF;,, AE, bissectrices des 
deux angles extérieurs du triangle ABC en À et de l’an- 
gle BAC, avec les bissectrices des autres angles. Tirons les 
trois lignes E, E;, E,E,, EE, ; ces droites passent par les 
sommets C, B, A. 

En eflet, E,E,; passe par C, puisque CE, est la bissec- 
trice de ACD adjacent à ACB, et que CE, est la bissec- 
trice de BCF, opposé au sommet à ACD. 

Cela posé, pour démontrer que le cercle circonserit 
à ABC est le cercle des neuf points du triangle EE, E., 
il nous suflit de faire voir que AE, est perpendiculaire 
sur E,E.; car, si cela existe, le cercle passera par les 
pieds des hauteurs du triangle E,E,E,, et sera bien le 
cercle des neuf points de ce triangle. Remarquons pour 
cela que AE, est la bissectrice de l’angle BAC, et que 
E,F, est la bissectrice de l’angle CAK adjacent à BAC. 
Donc AE, est perpendiculaire sur E,E.. Ce qu'il fallait 
démontrer. 


Note. — Mème solution par M. Deman, élève du lycée de Douai; Lacau- 
chie, élève de l'institution Sainte-Barbe. 


( 380) 


a ee cn 


THÉORÈME SUR LA PARABOLE ; 
Par M. Armann LEVY, 


Élève en Mathématiques spéciales au lycée de Metz. 


Lemme. — Si d'un point M, pris sur un des côtés AB 
d’un triangle ABC conjugué à une conique, on mène 
des tangentes à cette courbe, les points 6, y, où les tan- 
gentes rencontrent l'un des deux autres côtés BC du 
triangle, sont conjugués harmoniques des sommets B, C 
situés sur ce côté. 

En eflet, le sommet C étant le pôle de AB, tout point 
de AB est conjugué harmonique de C, par rapport aux 
deux points où les tangentes menées de M rencontrent la 
droite qui unit C au point quelconque pris sur AB (*). 


Taéorime. — Les droites qui unissent les milieux des 
côtés d’un triangle ABC, conjugué à une parabole, sont 
tangentes à cette courbe. 

En effet, la parabole est tangente à la droite de l’infini. 
Soient M le point où la droite de l'infini rencontre le 
côté AB, et y le point où elle rencontre CB. La tangente 
menée par M sera une parallèle à AB, rencontrant BC en 
un point 6, tel que 6 et y soient conjugués harmoniques 
de B et de C. Maïs y étant à l'infini, 6 est au milieu de BC; 
donc le théorème est démontré (**). 


(*) La polaire de M passant par le point C, les quatre droites MC, MB, 
M}, M6 forment un faisceau harmonique dont MB, MC sont deux rayons 
conjugués. 


(f*) La tangente menée à la parabole, parallèlement à la polaire AB 
de C, est à égale distance de AB et de C. Le point de contact se trouve à 
lPintersection de la courbe et du diamètre conduit par le pôle C. C’est la 


( 56€ | 

Remarque. — On en déduit le théorème démontré par 
M. Painvin : le lieu des foyers des paraboles conjuguées 
à un triangle, est le cercle des neuf points de ce triangle. 

Car la parabole est tangente aux côtés du triangle dont 
les sommets sont aux milieux des côtés du triangle donné; 
donc, d’après une proposition démontrée dans les Vou- 
velles Annales (1845, p. 245), le lieu des foyers est le 
cercle circonscrit au second triangle, c’est-à-dire le cer- 
cle des neuf points du triangle proposé. 


SOLUTION DE LA QUESTION D'EXAMEN 


(voir 2° série, tome IV, page 476); 


Par M. P. MARQUES BRAGA, 


Élève du lycée Saint-Louis (classe de M. Vacquant.) 


Voici une solution purement géométrique (s'appuyant 
seulement sur les deux premiers livres de la Géométrie) 
de la question d'examen de Îa page 476 du tome IV de la 


deuxième série : 


Construire un carré ABCD dont les côtés prolonges 
coupent une droite donnée en quatre points E, F, G, H 


(E sur BA, F sur CD, G sur AD, H sur BC). 


Les points B, D se trouvent sur des demi-circonférences 
décrites sur EH, FG comme diamètres. La diagonale BD 
partageant les angles B et D en deux parties égales, passe 
par les milieux M, M' des demi-circonférences. Donc, 


une conséquence toute simple de cette proposition bien connue, que la 
sous-tangente est double de F'abscisse du point de contact, quand la 
courbe est rapportée à une tangente, et au diamètre mené par le point 
de contact. G. 
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si, après avoir décrit les demi-circonférences , on joint 
leurs milieux, la droite ainsi menée déterminera les points 





k' 


Bet D, par suite les points A et C seront déterminés. 


La solution serait la méme si les quatre points n'etaient 
pas en ligne droite. 





QUESTIONS. 


766. Les deux ellipses de Cassini données par les 
équations 
(a+ y} — aa (x— y) + af = b!, 
(at + 72} — 2 a" (at — y?) + ali bi 


se coupent orthogonalement, pourvu qu'on ait 


La 22 gr? 2 pi pu, 
(SrreBoR.) 
767. Les cercles circonscrits aux différents triangles 
semi-réguliers (*) inscrits dans une ellipse, ont pour 
centre radical commun le centre de cette ellipse. 








(*) Un polygone semi-régulier est la projection d’un polygone régulier, 
dénomination due à M. Transon (voir 2° série, t. II, p. 317). 
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Le lieu de leurs centres est une ellipse. Leur enve- 
loppe est une anallagmatique du quatrième ordre. 


(Fourer.) 


768. Étant donnés une conique et un point dans son 
plan, de ce point on abaisse des perpendiculaires sur les 
côtés d’un triangle circonscrit à cette conique et tel, que 
les droites qui joignent les sommets aux points de con- 
tact des côtés opposés se coupent au point donné; le 
cercle passant par les pieds de ces trois perpendiculaires 
et les cercles analogues ont le même centre radical. 

Le lieu de leurs centres est une conique. Leur enve- 
loppe est une anallagmatique du quatrième ordre. 


(Fourer.) 


769. Nommons secteur en général le corps terminé 
d'une part par une surface conique, de l’autre par une 
surface quelconque que nous appellerons la base du 
secteur. ‘Tous les secteurs ayant une base commune et 
des volumes égaux ont leurs sommets situés dans un 
même plan. (ZEuTHEN.) 


770. Le plan dont il est parlé dans la question pré- 
cédente est perpendiculaire à deux plans sur lesquels 
l'aire de la projection du périmètre de la base commune 
est nulle. (Louis OPPErmann, de Copenhague.) 


771. Sur toutes les tangentes d’une courbe quelcon- 
que S, et à partir du point de contact M, on prend une 
longueur constante MM,. La normale à la courbe S,, lieu 
des points M,, passe par le centre de courbure O de la 
courbe S au point M. Sur la normale M, O et au point O 
élevons une perpendiculaire qui coupe la tangente MM; 
au point T. La droite CT, qui joint le point T au centre 
de courbure € de la développée de S au point M, coupe 
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la normale M, O au point O, qui sera le centré de cour- 
bure de S; au point M.. (NicozaïnEs. ) 


772. Le nombre des sommets (*) d’une courbe algé- 
brique est, en général, donné par la formule 


3005 EL Sas pi 


dans laquelle ?, c, d représentent le nombre des points 
d’inflexion, la classe, le degré de la courbe donnée, et p 
le nombre des branches paraboliques.  (Lacuerre.) 


773. Etant donnée une équation réciproque f(x) = 0, 
quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour 
que l’équation en z, obtenue en posant 


T+-—=3Z3 
"1 à 


soit elle-même réciproque ? 


774. Démontrer que si X} désigne le nombre de ma- 
nières de décomposer un polygone convexe, de mcôtés en 
n parties, au moyen de 7 — 1 diagonales qui ne se cou- 
pent pas dans l’intérieur du polygone on a 


xm 1! m(m+i)(m+2)...(m+n—o) 
ke n 1.2.3...(72 —1) 


Le (m—3)(m— 4)... (ms nr —u), 


2e an) 








p: 


(*) Les sommets sont les points où la courbure est maximum ou mi- 
nimum. 





NOUVELLE MÉTHODE POUR DÉTERMINER 
LES CARACTÉRISTIQUES DES SYSTÈMES DE CONIQUES 


(voir page 289); 


Par M. H.-G. ZEUTHEN (ne CoPENHAGUE). 


VIL. — Détermination des caractéristiques d’un sys- 
téme de coniques qui ont un contact du second ordre 
avec une courbe donnée et des contacts du premier 
ordre avec deux autres courbes. 


29. Désignons par (C,,,)" la condition d’un contact 
de l’ordre 7 avec la courbe C,,,,; le système actuel sera 
représenté par [(C,,:)"; Guns Om,n, | À Ce système 
appartient toute conique infiniment aplatie : 

1° Passant par un point d'intersection de C, , avec 
Chn,s tangente à C,., et limitée au point d’intersec- 
tion et au point du contact ; 

2° Tangente à C,,,, à son point de rencontre avec une 
des deux autres courbes, et limitée à ce point et à la 
troisième courbe ; 

3° Renfermée dans une tangente commune à C,., et 
à l’une des deux autres courbes, limitée au point de 
contact avec C,.,, et par la troisième courbe ; 

4° Renfermée dans une tangente d’inflexion de € 
et limitée par les deux autres courbes; 

5° Passant par un point de rebroussement de € 
limitée à ce point et à un point de rencontre de C 
AVOCE CR 

6° Passant par un point de rebroussement de C,,,, 
tangente à l’une des deux courbes Grnnel Gi siterniie 


m,n 


msn? 


LLTEELT 
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( 386) 
née à l’autre de ces deux courbes et au point de rebrous- 
sement. 


Nous ne savons pas encore combien de fois on doit 
compter chacune de ces coniques singulières dans le, 
nombre À, mais nous leur attribuons les coefficients indé- 
terminés x,Y,Zz,u,vet s correspondant respectivement 
aux différentes classes que nous venons de nommer. Ces 
coefficients seront entiers et positifs (*) ; on trouve alors : 


À—x.MmMn + Y (mmim; + Mi) + 2 (Anim: + Anim) 
+ u.t'mim+v.d'mim;+s(d'nim;+ d'nim;) 


— (œn + oym+ut +od") mim;+{(zn + sd'){nin; + mini). 


Si l’on transforme, au moyen du principe de dualité, 
une figure contenant deux courbes qui ont un contact de 
l’ordre r ou (r—+1) points consécutifs communs, les 
courbes réciproques auront en commun r +1 tangentes 
consécutives, c’est-à-dire un contact du même ordre. Si 
l’on transforme le système actuel, le système réciproque 
sera donc de la même espèce. Par conséquent on peut 
(comme aux n° 11 et 12) trouver æ en permutant, dans 
l'expression de À, les lettres m et n, d'ett, d' et 1. On 
trouve alors 


wo — (xm + o2yn +ud'+ot)nin; + (am +st)(mir: + mini), 


, 

(*) La supposition que les coefficients sont plus grands que zéro, im- 
plique celle que le système contient vraiment toutes les classes nommées 
de coniques infiniment aplaties. Nous ne profiterons de cette supposition 
que pour la deuxième ou la quatrième classe, c’est-à-dire pour le coeff- 
cient y ou u; car alors les équations indéterminées que nous trouverons 
n’accorderont la valeur zéro à aucun autre coefficient, Il suffit donc de 
s'assurer : 1° que le système ne contient pas d’autres coniques infiniment 
aplaties que celles que nous avons nommées, et 2° qu'il en contient vrai- 
ment de la deuxième ou de la quatrième classe. Ceci est bien évident, 
notamment pour la quatrième. 
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puis, au moyen des formules (1) et (2) du n° 1, 


# 


u— pmim, + p"(min + min) + urine, 


=" mimi + v" (min; + mins) + y ni, 


! I ! ‘4 
ages 3 (em + 2yn + ud'+vt), 


nu 3 [am + on) +s(2d'+ #)], 
[14 2 ñ d 
BP" 3 (27m + æn +od'+ ut’), 
do — sk (æm + 2 d’ | 
= yn + ud' +01"), 
I 
y" — 3 [z(22 + n) + s(d'+ 2#)], 
I 
FREE 3 (27m + xn + vd! + ut), 


30. Pour le calcul des coefficients indéterminés on a 


(voir le n° 15) 


AA EN ATV P15 P2» 1] a y’, 
pu — NICE, P; L,, l,] — y”, 


La première de ces équations donne 
(2æ—z)m+2{(2y7 —z)n+a(u—s)d'+ (20 —5s)t —0, 
ou, comme d' = 3m—3n+t{(*), 


[ax —2+6(u—s)|m+al2y—z—3(u—s)]n 
+[2ve—s+o(u—s)]#" —o. 


Comme les trois nombres #1, n et #’ ne peuvent être liés 





(*) Voir la formule IV dans la première note du n° 11. 
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par aucune équation, leurs coellicients doivent ètre égaux 
à zéro. On trouve donc 


(1) 2—2x—2(27 —3)—3(s— 26) —6(u—s). 


L'équation u” = w” donne les mêmes résultats. 

Pour achever le calcul des coeflicients inconnus, nous 
déterminerons par d’autres moyens uw’ dans le cas parti- 
culier où la courbe C,.,, étant de l’ordre m a un point 
multiple de l’ordre m—-1. Dans ce point coïncident 
(m—1)(m—2 k ; 
FL ANR points doubles, et la courbe ne contient 
pas d’autres points doubles ni points de rebrousse- 


ment He Par conséquent 





et selon les équations de M. Plücker 
n—2(m—1), t—2{(m—2)(m—3), 1—3(m—2),. 


Nous désignerons par M cette courbe singulière que 
nous aurons à considérer aussi dans d’autres questions. 
Alors nous ferons toujours usage du lemme suivant. 


91. LemmEe. — Un système de coniques qui ont un 
contact de l'ordre r avec une courbe M de l'ordre m 
douée d'un point multiple de l'ordre m—1, si nous 
désignons par q le nombre des points où une conique 
coupe la courbe (**), par à le nombre des coniques du 


(*) Nous supposons qu'aucun des points doubles qui coïncident ne se 
réduit à un point de rebroussement. 

(**) g est en général égal à2m— (r +1). Seulement dans le cas où les 
coniques ont avec C,,, d’autres contacts que celui de l'ordre r, il faut 


encore soustraire de ce nombre-ci, les points d’intersection qui coinci- 
dent avec les autres points de contact. Du reste, nous n’avons donné à 
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système dont le contact a lieu en un point donne, 
par Ê le nombre de celles qui coupent M en un point 
donné, contient qa+Ü coniques dont le point de con- 
tact coïncide avec un des q points d'intersection (si l’on 
n'a pas égard à la coïncidence qui a lieu lorsqu'une 
conique touche et coupe au point multiple différentes 


branches de M). 


Pour le prouver, on joint le point multiple par une 
droite X au point de contact 0 d’une conique, et par des 
droites Y à ses points d’intersection p. Toute droite X 
ou Ÿ détermine un seul point @ ou p et réciproquement. 
La coïncidence d’un point de contact 0 avec un point 
d'intersection p de la même conique dépend donc de la 
coïncidence d’une droite X avec une droite correspon- 
dante Ÿ. 

Or, à une droite X ou à un point Ü correspondent & 
coniques du système, et par conséquent q points p où ga 
droites Ÿ, et à une droite Ÿ ou à un point p correspon- 
dent f coniques, et par conséquent f5 points @ on £ 
droites X. Donc (théorème IT, p. 195), g« + É droites X 
coïncident avec des droites correspondantes Y, d’où l’on 
conclut le lemme énoncé. 

Si la conique dont un point de contact @ coïncide avec 
un point d'intersection p n’est pas infiniment aplatie, 
l’ordre du contact s'élève à r + 1. Mais si elle est infini- 
ment aplatie, les points 0 et p qui coïncident peuvent 
appartenir l’un à l’une, et l’autre à l’autre des deux 
branches coïncidant de la conique, et alors l’ordre du 
contact restera le même. 








32. Appliquons le lemme 31 au système (M, p;, Pa, ps), 


notre lemme que la généralité nécessaire pour les applications, en omet- 
tant par exemple le cas facile où les coniques ont plusieurs contacts de 
l’ordre r. 
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où (*) 
ra 000 2 Ham 2 
a N(M6, p,, P:3 Ps); 
B—N(M—p, p;, P:; Ps) 


ou, selon la formule II du n° 23, 


B= NM, p, Pis Pas Ps) — 2N (M6, pi, Pas Ps) 
et, par conséquent, | 
ga+B—2{(m—2)N(M0, pi, pr, ps) + NÛM, p; Pis Pas Ps) 
Or, d’après les formules (8) et (3) (*), 
N(M8, pr, Par Ps) 1, 
NM, P, Pis Pas Ps)—=2Mm+n, 


ou, comme 2 — 2 (m — 1) {n° 30), 


N(M,D; Pis Pn Ps)—= 4m — 2. 
Par conséquent, 


qa—+B—6G(m—1). 


Le système ne contient aucune conique infiniment aplatie. 
ga + GB sera donc le nombre N[(M}°, p:, p2, ps) des 
coniques qui passent par P:, Pe, Ps et ont avec M un con- 
tact du second ordre. On trouve pour le même nombre 
une autre expression, en remplaçant dans celle que nous 





RE 


(*) Voir les notations du n° 23. 


Ce m—1)(m——2) ù 
(**) La coïncidence des ( ; points doubles de C,,,, ne 
? 
modifie pas les caractéristiques des systèmes, tant que les coniques 
n’ont pas plus de deux contacts avee cette courbe; car alors on ne regarde 
jamais à la fois plus de deux branches qui se coupent a même point. 
Les formules précédentes, (6) et (7) exceptées, sont donc encore vraies 


dans le cas où la courbe C,,, est remplacée par la courbe M. (Voir 
le n° 22.) 
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avons trouvée pour p dans le n° 29 (*), 72 par 2{(m—1), 
d' par o,et t’ par 3(m— 2); ce qui donne 


ga+f=zt(x + 4r +30)m —(4y + 6o)]. 


à on 


En égalant les deux expressions de gx +5, on trouve 
(æ +47 + 30 —18)m —(4y + 6v — 18) — 0. 
m étant arbitraire, on doit avoir séparément, 


(11) x + 4y + 30 — 18, 
\ 
DPÉT PS0 

39. Les équations (I) du n° 30 et (II) du n° 92 sU/{1- 
sent à déterminer les coefficients x, y, z, u, v,s, qui 
doivent être entiers et positifs. Sous cette condition la 
seconde équation (11) n’est satisfaite que par 

RTE TT. 

Puis les autres équations donnent (**), 


RP a ONDES. 5 9: 


Par la substitution de ces valeurs dans les expressions 


trouvées au n° 29, on obtient la solution {***) suivante : 


Me Sn d'= 3m +, 


Eh 


UE ee UM __— 150 +- déj 2 (3m +- LA 


! 


[(Cm,n)> Cm çm> Cm, = (ro + (ie, main) + pain, 
mm + (mir man) + nr] 
id [Cmn)s Pis Pal (ps); 
(Cu) o Ps és (ue, y’), 
[Cm 4 LE (pv). 


ï 


Il 


(*) Voir la note précédente. 
(**) y =0 donnerait v —3, puis u = 0, ce qui justifie la remarque . 
faite dans Ja note du n° 29. 


(***) M. Cremona l’a trouvée d’une autre manière (Comptes rendus 
des séances de l’Académie des Sciences, 7 novembre 1864) 
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Lorsque C,, est une courbe générale de l’ordre m, les 
formules (11 a) sont remplacées par 


(116) ee Mo 


Pour I = 92, u' Se y" = 6. v' — Ut y! — LL rs, | M 


34. Il faut retenir pour la solution d’autres problèmes 
les valeurs des coeflicients x, y, z,u,vet s. Dans l’ex- 
pression de À ces coeflicients appartiennent aux différentes 
espèces de coniques infiniment aplaties que nous avons 
énumérées au n° 29, et dans l'expression de © ils 
doivent appartenir aux différentes espèces de coniques à 
point double, qui y sont corrélatives; ce qui donne lieu 
aux propositions suivantes : 


Pour un système de coniques qui ont un contact du 
second ordre avec une courbe donnée C,,,, et des con- 
tacts du premier ordre avec deux autres courbes ©, n 
et Con,» LL faut compter, dans le nombre : 

Trois fois, toute conique infiniment aplatie passant 
par un point d’intersection de C., et GC, n,, tangente 
à C,,, et limitée au point d’intersection et au point de 
contact; | 

Trois fois, toute conique infiniment aplatie, tangente 
& Ch ent un point de rencontre avec une des deux autres 
courbes, limitée à ce point et à la troisième courbe ; 

Six fois, toute conique infiniment aplatie, renfermée 
dans une tangente commune à C,., et à l’une des deux 
autres courbes, limitée au point de contact avec C,,, et 
à la troisième courbe ; 

Deux fois, toute conique infiniment aplatie, renfer- 
mée dans une tangente d’inflexion de C,,, , limitée par 
CRC ne 


Une fois, une conique infiniment aplatie, limitée à un 
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point de rebroussement de ©, et à un point de ren- 
ronde avec (ns 
eux fois, {toute conique infiniment aplatie, limitée 
Deux fois, toute con  aplatie, limit 
à un point de rebroussement de C..,, tangente à l’une 
et limitée à l'autre des deux courbes Cet Cnn, 3 


Et, dans le nombre % : 


Trois fois, toute conique à point double, composce 
d’une tangente commune à CG, et Ch, n, et de la tan- 
gente à C,, en l’un des points où elle est rencontrée 
par la première droite ; | 

Trois fois, touie conique à point double, composée 
d’une tangente commune à C, et à l’une des deux 
autres courbes, et d’une tangente à l’autre menée par 
le point où la première droite touche C,,, : 

Six fois, toute conique à point double composée de la 
tangente à C,, en l'un des points d'intersection avec 
l’une des courbes GC. et G.,, et d'une tangente menée 
par le méme point à l’autre; 

Deux fois, toute conique ayant un point double en un 
point de rebroussement de €, et composée de tangentes 
menées par ce point aux deux autres courbes ; 

Une fois, toute conique à un point double composée 
d’une tangente d'inflexion de C,, et d’une tangente 
OUAIS Cine Coins 

Deux fois, toute conique à point double composée 
d’une tangente d'inflexion à C,,, et d’une tangente 
menée à l’une des courbes GC,» et Cy,n, Par un point 
de rencontre de l’autre avec la première droite. 
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VIIL. — Détermination des caractéristiques des systèmes 
de coniques qui ont un contact du second ordre et 
deux du premier ordre avec deux ou avec une seule 


courbe données. 


39. Ces systèmes sont : 


12 L(G 46 Cols 


2 £ Sex er 

20 [(Gu,n)"s Cuyns Cmin: D dont les coniques out deux 
contacts avec la courbe C,,,, l’un du second et l’autre du 
premier ordre, et un contact du premier ordre avec CG, ; 


39 [(Cun)s 2Om,n] dont les coniques ont avec CG, 
trois contacts l’un du second et les deux autres du premier 
ordre. 


Les théorèmes du n° 34 sont encore vrais pour ces sys- 
tèmes, où deux ou trois courbes données coïncident; 
mais outre les coniques singulières nommées dans Îles 
énoncés de ces théorèmes, il y en a d’autres qui’sont 
propres aux deux derniers systèmes. 


36. On trouve pour le système [(C,,,)", 2C, ,) 
À —=3.d;nr13mm, (re, — 1) Or: (m, — 2) 


m,(m,—1 
+ 2.0 mi(r ne +1.d'd; + 2.d'n;(m,— 2), 





2 
mo —3.tim<+ 3.nn(n —1) +6.mmi(n, — 2) 


Ri(ri—1) 


+ 2.d' Hit +2. mi(n— 2). 


Puis, on trouve, comme à l'ordinaire, les valeurs de 
set y qui, réduites au moyen des formules de M. Plücker, 


( 39 ) 


deviennent 


p—(3n+d')(m+2min — 5m +t), 
v—(32+d'}(n;+omin — 5n, + di), 


(124) (*) 


qu'on peut substituer dans la relation 
(126) [(Cnn)?) 2Cn alu: v). 


Si C,,etC, , sont des courbes générales des ordres 
H, ET 9 
met m , on doit remplacer (124) par 


| u=— m(m—i)m(m —1)(mi + 3m — 8), 
(12c) 2 | 


v— 3m(m—i1)mi(m—1)(mi+m —5). 


POUP 1 — T4 — 2, ON LTOUVG U Vi 10) 


37. Dans le système [(G,,,)°, Cu, Cu ,n, |, on trouve, 
à côté des coniques infiniment aplaties nommées au 
n° 34, d’autres qui sont renfermées dans les tangentes 
d'inflexion de C,., et limitées aux points d’inflexion et 


\ 


à Cun,. Introduisons-les dans l'expression de À avec le 
coefficient x, et nous aurons 

1== 3.mmi(n— 2) + 3.[mmi(m— 2) + 2dm;] 

+ 6G[ar,(m—2)+otm]+2.#(m—3)m 

2-1 d'mm, + 2 [ d' (a—3)m +d'n(m—2)|+x.t mm. 


Puis, le principe de dualité donne : 


m —3.nn(m—2)+3.[nn(r— 2) + arr] 
—— G.[mm(n — 2) + 2dn | + 2.d'(n —3)n, 
+i.d'(nn +2.[(ttm—3)\n +é#m(nr—2)|+x.d'n. 





(*) Ces formules résultent aussi des formules (4) et (11) au moyen de 
méthodes données par MM. Chasles et Cremona (Comptes rendus des 
séances de l’Académie des Sciences, 22 août et 7 novembre 1864). 


( 596 ) 
En substituant ces expressions dans les formules (1) 
et(2) du n° 1, on trouve 


= p'emit pris 


y—v"m, + v'n,. 


Nous nous contenterons, pour le moment, de déterminer 
u” et y’. Leurs expressions, au moyen des formules de 
M. Plücker, seront 


p—3(m+n\(m+n—{)+(#"+ d')(m+n—12) 
2 


RM 


#—3(m+ni(m+n—4)+(# + d')(m+nr—a2) 


+ (x —5)d. 


I D 


Or, on prouve, comme à l’ordinaire, que 


When N ROCHE Ci epnt] — y/; 
donc 


AE 5. 


En introduisant cette valeur dans les expressions de À 
et &, et continuant la détermination et la déduction de 
zet v, on trouve la solution suivante du problème actuel : 


uw — 3(2amn+nt+Âm—ion)+2(m+n—14)d", 
(13a)(*) {p"—=v—2(3n + d'\(m+n—12)+24(m+n), 
= 3 (m+2mn—iom + An)+{(m +aon—14)t; 


rl 





(*) Les formules (134) donnent la simple relation 
m'— "= md'— nt'. 


La dissymétrie des valeurs de uw” et »' n’est qu'’apparente, car selon la 
formule (IV) de la première note du n° 11 


3n+d'= 3m t'. 
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Cnil Cas 8 Const = ( pme ts D'AS vin, + v'A), 
(13 b) “ARS Ge P = (u', y}, 
(FC ae CE {| = Re, Se 


Lorsque C,, est une courbe générale de l’orde m, on 
doit remplacer (13a) par 


p'— 3m(m—2)(m+aom— 7), 
(13c) p'—=v —Gm(m—2)(m—3), 
9— 3m (m—2)(2m? + m—7). 


Pour m = 2, on trouve w/ = w/ = y! — y — 0, 
? Ë fi 


36. Pour le coefficient x qui appartient dans À à la 
nouvelle espèce de coniques infiniment aplaties, et dans & 
aux coniques corrélatives à point double, nous avons 
trouvé la valeur 5. Donc : 


Pour un système de coniques qui ont deux contacts 
avec une courbe C,, ,, l’un du second'et l’autre du pre- 
muer ordre, et un contact du premier avec une autre 
courbe donnée C,,,., on doit compter : 


Dans le nombre À : Cinq fois, toute conique infiniment 
aplatie renfermée dans une tangente d’inflexion de 
C,,n et limitée au point d’inflexion et à € ; 


Mis, y) 


Et dans le nombre x : Cinq fois, toute conique ayant 
un point double en un point de rebroussement de C,., et 
composée de la tangente de rebroussement et d’une 
tangente à C 


mi, n° 
Ces théorèmes sont encore vrais si C,,, et C,.,,, coïn- 


cident. 


39. Le système [(C,.,,)?, 2C,,,] ne contient de co- 
niques singulières que celles qui sont nommées aux 
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n° 34 et 38. Donc : 


\—3.d(n—4)+3.2d(m—3)+6.21(m—4) 


ANRT sVass + 1.d'd 


+ 2.d'(n — 3)(m—4)+5.1(m— 3), 





m—3.t(m—{4) +3.2t(n —3)+6G.2d(n —À) 


d’où 


(14a) 


(148) 


(2 — 3)(2 — 4) 


2 
+2.t{(m—3){(nr—4)+5.d'(n — 3), 


+ 2d' AU 08 





m—=(2m+n—")[6r + d'(n —3)] 
+ [( — n)(m+n—5)+1](37 + d'— 36) 
+12(m— n)(m+n—3), 
v=(m+on—1)[6d+r(m—3;l 
+ [fn — m)(m+n—5)+4]|(3m + 1— 36) 
+i2(r— m(m+n—3); 


[Gun ) 2 En) (té v)e 


orsque GC, , est une courbe générale de l’ordre m, on 
L CC RE be g le de l’ord Un 


trouve 


| he m— 2){(m — 3\(m + Gm'— om —46), 
vi} Ÿ mm — 2)(m — 3)(n6 + 6m — gm — 46) 


»y— 3 m(m — 2)(m — 3)(m° + 4m? — 8m — 23). 


Pour 71 9 où Don. UouYe = So; 


(La suite prochainement.) 
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SUR LA TRANSFORMATION DES LIGNES PLANES 
PAR LA MÉTHODE DES RAYONS VECTEURS RÉCIPROQUES ; 


Par M. E. HABICH, 


Directeur de l’École supérieure polonaise. 


Soient À une ligne plane donnée, A’ sa réciproque, O 
le pôle de transformation; on a 








(1) Ent se À de 
RIGert 
K N j é CE 
S gs \ N 
\N 
4 at 
K Lt 
à"! \ , 
Ne \ 4 
= ce ES à = 2 
{ Ne AT 
4 CHAN ; 
ER ae 4 
LNON 
a N 
ANS 
N 
=. \ e4 








Menons par les points correspondants M et M' les tan- 
sentes MT et M'T et les normales MN et M'N'; on sait 
que ; 
(2) OMT + OM'T — 18°, 

MM'T— M'MT et NMO— N'M'0. 





Supposons en premier leu que la puissance de transfor- 
mation a? soit positive. 


{ oo ) 

En prolongeant la normale M" N’ jusqu'à son intersec- 
tion avec la normale MN en I, les tangentes en M et M’ 
jusqu’à leur intersection en T', et joignant T avec [, on 
trouve 


MIi= ML MT= NT et MP MA 


On voit par là que la ligne D, lieu géométrique des 
P I 5 Ù 5 a | 
points tels que I, a tous ses points à égale distance de la 
courbe À et de sa réciproque A’,que la droite IT perpen- 
diculaire à MM, et passant par son milieu P, est tangente 
AU À l ) 5 
à la ligne D en I, et que le point P appartient à la podaire 
de cette ligne relative à l’origine O. 
DST. 


OP pes 
P à 





Les lignes À et A’ sont les enveloppes d’un cercle de 
rayon variable MI — M'I — D, dont le centre se déplace 
sur la courbe D. 

Pour trouver la loi de variation du rayon b, soit 


OI—R,ona 
(R + d)(R—Db)—7rr"— a; 
d'où 
C'est-à-dire que le rayon b est égal à la tangente menée 
du point [ au cercle d’inversion. 
On sait que le cercle d’inversion est un cercle tracé au- 


tour de l’origine O avec a pour rayon. 
On remarquera que 


7 


(4) RD p= TS Yi = a. 


Si a —o, c'est-à-dire si la puissance devient nulle, 
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"A ET « . 
ARE + b —R, et la ligne D est le lieu des points 


également distants de l’origine O et de la courbe A. 

Supposons, en second lieu, que la puissance de trans- 
formation soit négative et que l’on ait r7' —=— a?. 

En faisant une construction semblable à celle qu’on a 
faite pour le cas de la puissance positive, on déterminera 
la ligne D et sa podaire. 

Quant au rayon du cercle enveloppé, en observant que 
l’origine O est située à l’intérieur de ce cercle, on trou- 
vera en valeur absolue 


(5)  (b+R)(b—R)—a d'où b—R'+e, 


c’est-à-dire que le rayon b est égal à la distance du point I 
au point où la perpendiculaire à R élevée en O rencontre 
le cercle d’inversion. 

Les lignes A et A’ peuvent être déterminées au moyen 
de la podaire P et de la distance variable PM — PM’, 
qui, dans le premier cas, est égale à la longueur de la 
tangente menée de P au cercle d’inversion et, dans le 
second cas, à la distance de P au point où la perpendicu- 
laire élevée en O à OP rencontre ce cercle. 

De là résulte que, connaïssant la ligne D ou sa po- 
daire, l'origine O et le rayon a du cercle d’inversion, on 
peut trouver les lignes À et A’. 


Remarque Ï. — Quand a°—o, la courbe D est le lieu 
des points également distants de l’origine O et de la 
ligne A. On sait que, dans ce cas, la ligne A est la rou- 
lette du point O considéré comme lié invariablement à la 
courbe D lorsqu'on fait rouler cette courbe D sur une 
autre courbe fixe égale. On peut généraliser ce théo- 
rème. 

Supposons que la ligne D soit le lieu des points éga- 
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lement distants de la ligne B et d’une autre ligne C : en 
faisant rouler la courbe D sur une autre courbe fixe égale, 
la ligne B, considérée comme liée invariablement à la 
courbe mobile D, aura pour enveloppe sur le plan fixe la 
ligne C, et réciproquement. 


Remarque IT. — Si on prend la ligne À pour anti- 
caustique des rayons lumineux incidents, et la courbe D 
pour dirimante, la ligne A'sera l’anticaustique des rayons 
réfléchis, et réciproquement. 

Dans le cas de 4° — 0, la ligne A’se réduit à un point 


(foyer ). 


Applications. — Supposons que la ligne A soit un 
cercle r = acosô, a° étant la puissance de transformation, 


à a ; 
on trouve pour À! une droite 7” — ie la podaire est une 
: cos 


courbe du troisième degré, et la ligne D une para- 


bole. 


Si la puissance est négative, on a pour A’, r'= — Lis à 
cos 0 

la podaire est une cissoïde, et la ligne D une parabole. 

La remarque I nous montre que : lorsqu'une parabole 
roule sur une parabole fixe égale, toutes les droites pa- 
rallèles à la directrice ont pour enveloppes des cercles 
dont les centres sont au foyer de la parabole fixe; et 
réciproquement, les cercles ayant pour centre le foyer 
de la parabole mobile ont pour enveloppes des droites 
parallèles à la directrice de la parabole fixe. 

Supposons encore que la ligne À soit une strophoïde 
à + sin0) 


Dior Si la puissance est positive, la réciproque 
cos 





est la strophoïde elle-même ; la podaire est une droite 


« 


p=— ——, ei la ligne D une parabole. 
cos 8 À 
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Si la puissance 4° est négative — a*, la réciproque À' 
est une strophoïde symétrique de A; la podaire est une 
courbe du quatrième degré p = atang®, et la ligne D 
son antipodaire, etc. 

Dans les Nouvelles Annales, 1. IV, p.144, M. Nico- 
laïdès a donné la relation 

LEE 
(6) PE M PET Go 

p P 
n et n' sont les normales, p et p’ les rayons de courbure 
de la ligne A et de sa réciproque A’ aux points correspon- 
dants M et M’ (*). 

De cette relation nous allons en déduire une autre qui 
nous conduira à un théorème important; pour cela joi- 
gnons le centre de courbure K de la ligne À correspon- 
dant au point M à l’origine O, et traçons par le point M’ 
la parallèle M'H à la normale MN ; cette parallèle vien- 
dra couper OK en H, et on aura 





72 LE à ñ à 

p MH 
la relation deviendra 
Us) " jL LH 3 
à, p' M’ H SA n' ? 


c'est-à-dire que le centre de courbure de la réciproque A' 
est Le conjugué harmonique du point L' déterminé sur 


la normale M'N' par la relation M'L'— M'H. 


En prolongeant OK jusqu’à son intersection avée la 


normale M'N'’en K/,on a l’angle L'ON’ — l'angle NOK; 


(*) Nous supprimons ici une démonstration de ce théorème analogue à 
la seconde que M. Fouret en a donnée et que nous avons indiquée p. 169, 
note, P. 


26. 
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d'un autre côté, l'angle NOM étant droit, on voit que 
le point K'est le conjugué harmonique du point L/par 
rapport aux points N’et M’, donc ce point K’ est le 
centre de courbure de la réciproque A’; de là ce théorème 
remarquable : 


Les centres de courbure de la ligne À et de sa réci- 
proque À’ se trouvent sur une méme droite passant par 
l’origine. 

Lorsqu'on fait varier la puissance de transformation a°, 


les courbes réciproques de la ligne A sont homothétiques; 
d'où cet autre théorème : 


Les centres de courbure des lignes homothétiques coT- 
respondant à des points homologues se trouvent sur une 
méme droite passant par le centre d’homothétie. 


Et encore : 


Le centre de similitude d'un système de lignes homo- 
thétiques est aussi centre de similitude de leurs dévelop- 
pées, des développées de ces dernières, et ainsi de 


suite. 


Exemple. —Développantes successives des cercles con- 
centriques ayant toutes leurs origines sur un même rayon 
vecteur. 

Le théorème sur la similitude des développées suc- 
cessives des lignes homothétiques peut être démontré 
directement en partant de l'expression du rayon de cour- 
bure en coordonnées polaires et en prenant pour pôle le 
centre de similitude. 

Pour donner une application des considérations précé- 
dentes, je vais indiquer la solution du problème des tan- 
gentes et des centres de courbure des lignes projectives 
horizontales des courbes d'ombre dans la vis à filet trian- 
gulaire et dans le cas des rayons lumineux parallèles. 
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Pour cela considérons la courbe décrite par le sommet M 
de l’angle droit CMO , dont le côté indéfini MO passe 
constamment par un point fixe O, et dont l’autre côté 
MC = b glisse par son extrémité C sur une droite fixe 
AC: 

Soit OA — a, la plus courte distance de O à la droite 
AC. Prenons O pour pôle et OA pour axe polaire, on 
trouve 

a + bsing 


(1) OM= 7 = (0 — MOA). 


cos 0 
La courbe déterminée par cette équation (1} est [a 


Fig 2 


AGO 
| #@ 
Pa 
1 F4 
"4 v : ee 4 HY | 
/ à" v a RAY 





réciproque de la projection horizontale de la courbe 
d'ombre. : 

Pour le démontrer faisons OB — b, traçons autour 
de À comine centre avec OA == a pour rayon une Circon- 
férence, élevons en O une perpendiculaire à OM et joi- 
gnons par une droite le point E où cette perpendiculaire 
rencontre le cercle OA avec le point B; la droite EB 
viendra couper OM au point M'qui appartient à Ja pro- 
Jection horizontale de la courbe d'ombre. 
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La construction précédente a été donnée par M. Pon- 
celet (*). 

On trouve aisément que 

OMbi nn ES AE 
a + bsin0 

Si b — a, c'est-à-dire si le point B coïncide avec A, 
ona7rr' — a*,et les points M et M'se trouvent sur une 
même courbe (strophoïde) (**). 

Enfin, lorsque b — « ,r— acotange, et la réciproque 
de cette dernière ligne est évidemment 


r — tang0 >< const. 


Dans les deux derniers cas, lorsque b — « et lorsque 
b —  , les courbes d’ombre (projections) sont décrites 
par le sommet de l’angle droit, et la considération de ce 
mouvement permet de trouver avec la plus grande facilité 
les normales, les centres de courbure, etc. 

Dans le cas de b Z a, on commencera par déterminer 
les normales, les centres de courbure, etc., de la récipro- 
que M par la considération du mouvement, et on passera 
à la projection de la courbe d'ombre. 

De cette manière, le problème se trouve résolu dans 
tous les cas. 

Je terminerai en remarquant que les réciproques des 
coniques par rapport à un quelconque de leurs points pris 
pour origine sont des courbes du troisième degré de la 


(*) Voir: PonceLer, Applications d'Analyse et de Géométrie, t. 1, notes, 
p. 45o et 460; et DE LA GouRNERIE, Traité de Géométrie descriptive, t, II, 
p. 136 et suiv. 


(**) Dans les nombreux articles que j'ai eu occasion de lire sur cette 
eourbe remarquable, je n’ai pas vu qu’on ait remarqué ce mode de géné- 
ration. : 
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forme 
A 
r— —— + Bcos (0 _— a.) , 
cos 4 
où À, Bet « sont des paramètres. 

Ces courbes appartiennent , d'après Newton, à deux 
classes distinctes : à la classe des hyperboles défectives à 
diamètre, et à la classe des hyperboles défectives sans 
diamètre. 


SUR L'APPROXIMATION; 
Par UN ABONNÉ. 


Soit a une expression dont l'évaluation en décimales 
peut se pousser à un tel degré qu'on veut, et qui est une 


valeur approchée de À avec une erreur relative moindre 
I 





que 


107 


I. Soit À — a + x. 


> + Rue s l hès 
L'erreur relative sera a? el, suivant hypothèse, nous 


avons 
ARE QRN 
A 10* 
Nous supposerons que À et a sont des quantités post- 
tives. 
1° Soit-æ > o. 
Prenons dans le développement de a, n chiffres à parur 
d'un premier significatif; soit a’ le nombre qa’ils forment, 
de sorte que 


a=a+e ett Aa + & + 


On aura 


en unités du dernier ordre de &. 








L’inégalité 
Fr d = I 4 
A 10" 
devient donc 
HT TO IE 
me, 
10” 
d’où 
nt a+ 6 
x | Le 
) 10" 
puis 
[1 
4 —+E 
& a —————— + 
< 10*— 1! 


Si les n chiffres dont 4 se compose ne sont pas des 9, 
comme nous avons € <T 1, nous aurons là 


a +e<T10"— 1. 


Donc 
æ<T 1; par conséquent a +e<T 2. 


Si on augmente a’ d’une unité de son dernier ordre, le 
résultat sera donc une valeur approchée de A, soit par 
excès, soit par défaut, sans que l'erreur atteigne une 
unité de l’ordre du dernier chiffre. 

Quand les chiffres de à’ seront tous des 9, la difiérence 
A— a —a+e n’atteindra pas encore deux unités de 
l’ordre du dernier chiffre de a’, pourvu qu’on ait 


a Le 
10" — 1] 
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ou 
€ 


E + ————— <L1, 


10 — 1 





2 OUI 99: - -9 
€ De me — 
10" 10" 


— 0,99: -.9; 


c'est-à-dire que, si dans le développement de a les 7 
chiffres qui suivent les 2 premiers ne sont pas eux- 
mêmes des 9 comme ces z premiers, a’ sera une valeur 
approchée de À par défaut, à moins de deux unités de son 
dernier ordre. Donc, en augmentant a’ d’une unité de ce 
dernier ordre, on aura encore une valeur approchée de 
À, par excès ou par défaut, sans que l'erreur aille jusqu'à 
une unité de cet ordre, 
2° Soit « Lo, avec — —< rare 
A 10” 
Comme précédemment, posons_ 


aa +3, 
d'où 
Aa +ei+u, 


a’ comprenant les » premiers chiffres de a. 
Nous aurons 


EN NG 
— a ni - 
là, au numérateur, 
œo 
œ Oo et € . 
. << 1 


Donc, puisque 


a'S10"— 1 et a'+e<T10, 
on aura 
! A . 
a Hits a <UT10"; 
donc 


— à 1. 
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Donc, dans 
Aa +ei+a, 


l'erreur £ + & est comprise entre — 1 et + 1. Dans ce 
cas, c’est la quantité a’ elle-même qui sera une valeur 
approchée de À, par excès ou par défaut, à moins d’une 
unité de son dernier ordre. 


Application. — Soit à diviser un nombre entier par 
un autre, au cas où le quotient est d’un seul chiffre; c'est 
le cas de toute division partielle pour un quotient de plu- 
sieurs chiffres. 

Si on prend pour diviseur partiel l’ensemble des deux 
premiers chiffres du diviseur, ce diviseur partiel sera une 
valeur approchée du diviseur avec une erreur relative 


I lé \ < Al 
<4 ro et par défaut. De là le quotient par excès, et avec 


une erreur relative également moindre en sa valeur ab- 
I 





solue que —. Donc, si l’on y prend un chiffre, on en aura 


10 
une valeur approchée à moins d’une unité par excès ou 
par défaut. 

Le chiffre amené par la division partielle sera done le 
chiffre voulu, ou le surpassera seulement d’une unité. Si 
l’on en fait l'essai, au cas où il devra être rejeté, le nom- 
bre inférieur d’une unité sera le bon chiffre. 


IT. En usant des mêmes notations qu'auparavant, soit K 
le premier chiffre de a ou de À, et soit 


œ I À 
st NT ON QI Eu nS SS 
à TR ST rot STE TU. 
1MSOiLE > 0. 
Désignons par «4 l’ensemble des 7 +1 premiers chiffres 
de a à partir d’un premier significatif. 
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Posons 


Aa és Er oue "T, 


en unités du dernier ordre de a’. 
Nous aurons 





d'+e+ka 
ft (K + 1)107° 
d'où 
a! 4e 
RON TES TE: EE a 
Si 


dE HT hI07 IR 9.8 d; 
comme € <7 1, nous aurons 


a'+e<[(K+1)10"— 1. 
Donc 


D ET De PT 


Alors on augmentera a/ d’une unité de son dernier 
ordre, et l’on aura une valeur approchée de A, par excès 
ou par défaut, à moins d’une unité de ce dernier ordre 
de a!. 

Si 

a ={(K+1r)10"— 1 = KQ0...9, 


, e 
nous aurons encore &« + € 4 2, pourvu qu on ait 





(KR +1)10"+— 1 NL 

ou 

(K + 1)10"— 1 
IR rhr0! 

(K+1)(10"— 1) + K 

(KR +1)10" 

10" — 1 K [l 

a + er À 
10" KR? 1 10” 





EL 


EL 





9 


BYE 
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celte condition sera remplie dès qu'on aura 


107 — : 


D n ==,0,99 #0: 

Donc, quand dans le développement de a les » chifires 
qui suivent K sont des 9, il suffit que les z chiffres qui 
suivraient ceux-là ne soient pas tous des 9, pour que a/soit 
par défaut une valeur approchée de À à moins de deux 
unités de son dernier ordre, de sorte qu’en augmentant a’ 
d’une unité de cet ordre, l’erreur ne montera plus à une 
unité en plus ou en moins. 

2° Si on a &« <To, l'inégalité sera 

A ad'+es+a a+ e 


HR TR Ce 1) 10" (KT (Ro 107” 








et il s'ensuit 
— œ <Ù I. 
Donc 
L(a+e)<L1. 


Donc alors a’ est une valeur approchée, en plus ou en 
moins, sans erreur montant à une seule unité. 


Application.—On déduit de là que pour l'extraction de 
la racine carrée d’un nombre entier ou décimal À, si l’on 
y connaît m chiffres à partir d’un premier significatif, on 
peut évaluer » chiffres dans la racine, à moins d’une 
unité de l’ordre du dernier de ces chiffres, en plus ou en 
moins, si la première tranche est d’un seul chiffre; et, 
lorsque la première tranche est de deux chiffres, cela a 
lieu aussi, pourvu que le premier chiffre de cette tranche 
ne soit pas inférieur à 4. À défaut de cette condition on 
pourra évaluer m — 1 chiffres dans la racine. 


Si, à Ja place de VA (A + x), on prend a = À + 
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on trouve, # étant > 0, que l'erreur relative est 
be jet: ta 
E sure ini 
Ts 8 Las 


4 ! 


donc, si on a 





œ 

À ie 10"” 

on pourra évaluer, para, 2n +1 chiffres, à moins que le 
premier n’y soit 8 ou 9; dans ce cas on s'arrêtera à 
2n chiffres. 

En conséquence, si A et A’ sont des nombres ayant 
n+1 chiffres communs, leur différence & — A’ — A 
étant moindre qu’une unité de l’ordre du dernier de ces 
chiffres, et K désignant le premier chifire de cette diffé- 
rence, On aura 





d'où 


De là, dans tous les cas, si K > 1, au moins 2n + 1 chif- 


! 


À + A ; : 
fres par a — ——» et si K°? 4, 2n + 2 chiffres. 


Il est mème à observer que si & se trouvait moindre 


I I . . L] L2 

que — ou —;-:-, On aurait, par &, soit 2, soit 4 chiffres 
10 100 

de plus. 


Nous venons de supposer, il est vrai, que les chiffres 
du résultat qui suivent le premier ne sont pas tous 
des 9, ou que la condition précédemment reconnue soit 
remplie. 

Pour la racine cubique d’un nombre développé en dé- 
cimales, si la première tranche à considérer dans l’ex- 
traction est de r ou de 2 chiffres, on pourra évaluer 


(414) 
m chiffres dans la racine à partir d'un premier signi- 
ficatif, lorsqu'on en connaîtra #7 dans le nombre. Si la 
première tranche est de trois chiffres, et que le premier 
chiffre ne soit pas inférieur à 3, il en sera de même. Dans 
le cas contraire, il conviendra de se borner à n —1 
chiffres dans la racine. 


SOLUTION D'UNE QUESTION 
DU CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE NORMALE EN 1865 


(voir 2° série, t. IV, p. #24); 
Pau MA un: 


ment 


On considère n variables x, y, z,...,u,v : décom- 
poser le polynôme: 


P=R+HP+HE+. He HE (r+Y Hz. hp} 


composé de (n +1) carrés, en la somme de n carrés de 
fonctions homogènes et du premier degré. 


Prenons d’abord deux variables. Nous aurons 
24 + (x +y) = ax +29? + 24 


ou 


Er 2 y? I I 
2m+-) —— +oy = —(2x +y} + —097:. 
( z) ) 4 51 7) EX 


Pour trois variables, on a aussi 


at 4 y? 4 2 + (x 4e y + 2) — 22? + 27? + 22? + 2%2 
+ 2,Y2 227 
ou 





y +2? (y +2} j 
ee fe DNS EL ROUES 


( 455 ) 


ou encore 


: : RER 20) 2 
(22 + y +2) ANS I + 2) FN) ; 





On verrait de même que pour quatre variables on aurait 


a+ +z+u +(x+y+z+u) 


= — (22 + ee (aride Hu) 
PASS J UE) Es 4 


Ï I 
(Aa ue — (bu, 
La loi de formation est évidente. Je vais maintenant dé- 
montrer qu’elle est générale, c’est-à-dire que si elle est 


vraie pour z variables, elle s’appliquera au cas de 
(7 + 1) variables. 


Soient donc les n variables x, y, z,...,u, v. Le dé- 
veloppement sera 


Hp +. HP + +z+...+o) 


I 
(2e + y +... +0} 
1.2 
{ J 
+ — 3 Hz +. +0) +... + ————— 2 I pl 
Sp | pr emme at id 

Si le développement est général, je dois avoir, en admet- 
tant une variable t de plus : 


A RP HR... He h(r+y +... +o+i} 


L RE ; 2 
= Er A Se) FRET (37 +... +} +... 
es dr 1 dan + » + jet ne ai Li ré Bo | 2 
H * tatin au: PE TPPNUENR AL 


Si de ce développement je retranche le développement 
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précédent, j'aurai 


2H IUT +HY+2—+...+o) 


Dose: I [ I 
rare ren 








DLHY +... Hot 3Y—+zE. EP 
1.2 23 n(n+1) 
nr +2 
à 4 
nr +I 


Mais la somme 


peut s’écrire 


(rie (berger (fe és 


chaque terme se dédoublant de la façon suivante 





1 


Il I 
AR LIO TU A CAR 








Cette somme est donc égale à + L'égalité précédente 


ñn' ET 
devient alors 


2+ot(r+Y +z+...+e) 


DT+HY+z+... +0 
= 20H08 | ——— 
b 1.2 
3Y+2z+...+v (n +i)e 
2.3 n(r+i) 


Or, on voit facilement que le coefficient de 2t dans le 
second membre est égal à x+y+z+...+#"v; donc 
cette égalité devient une identité, et par conséquent l'hy- 
pothèse dont nous sommes partis est exacte. Ainsi, la loi 
du développement est générale. 


RÈGLE MNÉMONIQUE 
POUR OBTENIR LES FORMULES DE DELAMBRE ; 


Par M. Grorces DOSTOR. 


Néper, l'inventeur des logarithmes, a imaginé un 
moyen très-simple d'écrire avec certitude les relations 
qui existent entre les côtés et les angles du triangle sphé- 
rique rectangle. Son procédé est basé sur la construc- 
tion d’un pentagone dit pentagone de Néper. 

Les formules de Delambre sont plus compliquées que 
celles qui expriment les propriétés du triangle sphérique 
rectangle. 

Cependant, par un procédé analogue à celui de Néper, 
on peut aussi les écrire tout de suite, sans erreur ni diffi- 
culté. Le principe de ce procédé graphique repose sur 
la construction d'un hexagone circonscrit à un triangle 
isocèle. 

On construit un triangle isocèle DEF, auquel on cir- 


conscrit l'hexagone DGEHFT. 





Sur les côtés DE, DF du triangle isocèle on écrit la 








: À B PR A"— 
demi-somme et la demi-différence des deux 
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angles À et B du triangle sphérique; sur la base EF on 


2 T 4 ae . 1 
marque le complément — — — dela moitié du troisième 
2, 


Ca 


angle C. 

Enfin, sur la suite des côtés de l'hexagone, à partir du 
sommet E, dans les deux sens EDF et EHF, on écrit les 
arcs 
a + b 

2 














a + b Fr nes à HU 
> — ; 
2 


2 2 


T 
, Ep 
2 2 


C T C 
2 ER Le 
2 2 2. 
Cela fait, voici la règle mnémonique que nous avons 
imaginée pour écrire les formules de Delambre. 


Elle se compose des deux principes suivants : 


r° 


Le sinus d'un côté du triangle isocèle est à celui 
de la base dans le rapport des sinus des côtés sous- 
tendus dans l’hexagone QuI NE SONT PAS ADJACENTS au 
sommet commun du triangle. 

29 Le cosinus d’un côté du triangle isocèle est à 
celui de la base dans le rapport des cosinus des côtés 
sous-tendus dans l’hexagone Qui SONT ADJACENTS au 
sommet commun du triangle. 


A +B 


En effet, considérons le côté DE — et la base 
T C : } à $ 
EF = - — - du triangle isocèle, qui ont le sommet com- 
2 : 2 


mun E; le rapport des sinus de ce côté et de la base est 


. A+B . A +B 
SIN Sin 
2, 2 
À ( C C 
Sin Li Er COS — 
2 2 2 


les côtés de l'hexagone sous-tendus par les côtés DE, EF 
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du triangle, qui ne sont pas adjacents au sommet com- 


mun E, sont 


= 


FEU T 
ARE 


PE | 





D | À 
Ÿ 
L 


Pi 


dont les sinus ont pour rapport 








. Îr Fe RE D. b 
SU — + cos 
2 2 > 
T C C 4 
SIN COS — 
2 2 2, 


La SE | 
en égalant ces deux rapports, on a la première formule 


de Delambre 





l'A ED At D 
SIN ———— cos 
2 2 
; C 
cos — cos — 
2 2 


Si l’on compare, d’après la même règle, le côté 
À —R , : é T C 
DE = Res du triangle isocèle à la base EF — - —- -, 
, Re 


on en déduit 








. A—B Dr nt, 
Sie Sn 
2 2, 
ES 9 
T + . 
sin | — 1 sin — 
2 2, 2 
ou 
. Mr RU SUD 
sin sin 
9; A) 
mr” 9 
Æ Dec 
COS — sin — 
> > 


qui est la deuxième formule de Delambre. 
27. 
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La deuxième règle fournit les deux autres formules 


























A +B ab 
COS COS - 
2 2 
— ] 
T C c 
COST COS 
2 2 2 
A—B T a + D 
cos cos | — — -— 
2 2 2 
Tr * 
T C C 
Cas lee cos | — — — 
2 D “2 2 
ou bien 
A + B a + b 
cos cos 
5.) 3} 
4 — 2 
c 
sin — cos — 
AB ES, Let 
cos sin 
2 #) 
en + 
sin — sin — 
2 


me me 
se de mure 80 


SOLUTIONS DE QUESTIONS 
PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES. 


Question 752; 


Par M. L. BINY, 


Élève de Mathématiques spéciales au lycée de Toulouse 
(classe de M. Forestier ). 


s 


On circonscrit à un triangle quelconque une courbe 
du second degré, telle que les normales aux trois som- 
mets du triangle passent par un méme point; on de- 
mande de prouver que le lieu de ce point est une courbe 
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à centre du troisième ordre. Déterminer cette courbe. 
Lieu du pied de la quatrième normale. 


I. Soient 


pal 


0 CEE CS NS 0), 


les équations des trois côtés BC, AC, AB du triangle; 
l'équation générale des coniques circonserites à ce triangle 
sera 

l np? 72 

PT O0, 

a 6 " 
et les tangentes aux trois sommets À, B, C auront, res- 
pectivement, pour équations 


Les normales, ou les perpendiculaires aux tangentes, 
seront représentées par 


6 7 
a ——————— 
1 — Im COS À mt — 1 COS A 

œ i 


a —— ————————— 
n — lcosB lt ncosB 


6 x 


l— mcosC  m— /cosC 
En éliminant ?, m, n entre ces dernières équations, 


nous aurons l'équation du lieu géométrique cherché. L’é- 
limination donne 


{ (a + ycosB)(8 + x cosC) (y + 6cosA) 
| — (a + 6 cosC) (y + xcosB) (6 + ycosA). 


(1) 


On voit que ce lieu est une ligne du troisième ordre. 
Pour démontrer que cette ligne a un centre, Je poserai 
le théorème suivant : 
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Si m droites, au moins, passant toutes par ur même 
point, coupent une courbe du m°"° degré, chacune en 
L! 
m points, réels ou imaginaires, deux à deux symétri- 
ues par rapport au point de rencontre des droites, ce 
P PP P 
point de rencontre sera le centre de la courbe. 


En effet, prenons pour origine le point de rencontre 
des m droites. Soit y = x, l'équation de l’une quelcon- 
que de ces droites ; les abscisses des points où elle coupe 
la courbe du m° degré, seront déterminées par une équa- 
tion de la forme 


AT + Barr Carr JE O, 





et qui ne doit contenir que des termes de même parité 
que m. 

Le coeflicient B de x” est une fonction algébrique 
de k, au plus du degré m— 1. Cette fonction doit être 
annulée par m valeurs différentes de Æ; donc, les coefli- 
cients des puissances de À qui la composent, sont identi- 
quement nuls. Il en est de mème des termes en x”, 
x"75,.... Donc, l'équation de la courbe ne contient que 
des termes de même parité qne m, en x et y. Par consé- 
quent, l’origine des coordonnées est le centre de la courbe. 

C. 0.452 D: 


Cela posé, je dis que le lieu dont nous avons trouvé 
l’équation a pour centre le centre du cercle circonserit 
au triangle donné. 

Les équations des droites menées des sommets À, B, C 
au centre O du cercle circonscrit au triangle ABC, sont 


4 cosB — 6cosC, 6cosA — xcosB, acosC — ycosA; 


les coordonnées du point commun à ces trois droites véri- 
fient l’équation du lieu; donc la ligne du 3° ordre que 
cette équation représente, passe par le centre O du cercle 


circonscrit au triangle. 
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Cette courbe passe par les trois sommets A, B, C du 
triangle ABC, et par les points A’, B', C', diamétralement 
opposés à À, B, C, sur la circonférence circonscrite au 
triangle. 

Il est évident que les coordonnées des sommets A, B, C 
satisfont à l'équation (1). 

Le point A’ est à l'intersection des droites BA’, CA, 
perpendiculaires à BA, CA, et qui ont pour équations 


a + yc0S5B — 0, * x + 6cosC — 0. 


Or, « + ycosB est facteur du premier membre de l’équa- 
tion (1), et &« + 6 cosC est facteur du second membre ; 
donc les coordonnées de A’ vérifient l’équation (1). On 
prouve de même que B'et C’ sont des points du lieu. 

Ainsi, chacune des trois droites AO’, BOB’, COC' 
coupe la courbe en deux points symétriques par rapport 
au point O; il résulte du théorème que nous avons pré- 
cédemment démontré, que le point O est le centre de 
cette courbe. 

En modifiant la forme de léquation (1), on trouve 
d’autres points qui appartiennent encore à la courbe, et 
dont l’existence pouvait êire prévue. En développant 
celte équation on à 
6 (æ?— y?) (cos À cosC — vosB) + «(7° — 6?) (cosB cosC— cosA) 

+ y (62 — x’) (cos A cosB — cosC) — 0. 

Sous cette forme l’équation montre que la courbe passe 
par les points de rencontre des bissectrices extérieures et 
intérieures au triangle donné (*). 








(*) Le lieu cherché est celui d’un point P tel que les perpendiculaires 
menées aux droites PA, PB, PC par les sommets À, B, C du triangle ren- 
contrent les côtés opposés BC, AC, AB en trois points en ligne droite. 

} y ü 


Cette définition de la ligne que l'on cherche donne, sans aucun caleui, 
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La courbe a des branches infinies; car, si l’on mène 
par le sommet À une parallèle AM au côté BC, le système 
de ces deux parallèles AM, BC peut être considéré comme 
une ligne du second ordre passant par les sommets À, B, 
C,et les normales en ces points A, B, C se coupent à 
l'infini. Il en est de même pour les deux autres côtés du 
triangle. 

Nous avons remarqué que les facteurs du premier de- 
gré, dont les produits composent les deux membres de 
l’équation (1) du lieu, donnent, égalés à zéro, les équa- 
tions des perpendiculaires élevées sur les trois côtés du 
triangle, en ses trois sommets. Ces six droites forment 
un hexagone inscrit dans le cercle circonserit au triangle, 
et dont Les côtés opposés sont égaux et parallèles. On 
voit, du reste, que l’équation du lieu s'obtient en égalant 
le produit des premiers membres des équations de trois 
des côtés non consécutifs de cet hexagone, au produit des 
premiers membres des équations des trois autres côtés. 
Ce qu’on peut écrire ainsi 


(2) AC'. BA’. CB’ — AB. CA/. BC. 


Prenons pour origine de covrdonnées rectangulaires le 
centre O du cercle circonscrit; pour axe des abscisses une 
parallèle au côté BC, laxe des y sera la perpendiculaire 
abaïssée du centre sur ce côté, en nommant r le rayon du 
cercle circonscrit au triangle, les droites AC, BA’, CB’, 








douze points qui appartiennent à cette ligne : ce sont les trois sommets 
du triangle, le centre de la circonférence circonscrite, les points de cette 
circonférence diamétralement opposés aux sommets, le point de concours 
des trois hauteurs et les centres des quatre circonférences tangentes aux 
trois côtés du triangle. Il suffit de connaître neuf points d’une ligne du 
troisième ordre pour qu’elle soit déterminée. 

Au moyen de la mème définition, on trouve en coordonnées carté— 
siennes, et par un calcul assez simple, l'équation du lieu cherché. G. 
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AB’, CA’, BC’ seront représentées par les équations 
æcosC— ysinC+rsinB—o, zxcosB+7ysinB+rsinC— 0, 
æ— rsin À — 0; 
æcosB + ysinB—rsinC—=0o, zxcosC— ysinC— rsinB—o, 
x + rsinA — 0. 


Substituant dans l’équation (1), on a l'équation du lieu 
en coordonnées x, y. En appliquant à cette dernière 
équation les règles qui donnent les asymptotes, on trouve 
que la courbe a pour asymptotes les trois perpendiculaires 
abaïssées du centre sur les côtés du triangle; la forme de 
la courbe est alors facile à déterminer. 

Lorsque les angles B, C sont égaux entre eux, l'équation 
du lieu se décompose en x — 0 et en l’équation d’une 


hyperbole. 


IT. Lieu du pied de la quatrième normale. 

On sait que par les pieds des quatre normales menées 
d’un point à une conique, on peut faire passer une hyper- 
bole équilatère dont les asymptotes sont parallèles aux 
axes de la conique. Cela posé, il est évident que l’équa- 
tion du lieu s’obtiendra, en éliminant /, "», n, entre l’é- 
quation d’une conique circonscrite au triangle proposé, 
l’équation de lhyperbole équilatère dont nous venons de 
parler, et la relation qui existe entre {, m, n, pour que 
les normales en A, B, C à la conique se coupent au mème 
point (*). ; 

On peut encore obtenir l’équation du lieu en s'appuyant 
sur ce théorème connu : 


Dans une conique à centre les pieds des trois nor- 


(*) La relation qui existe entre !, m, n lorsque l'équation 
(1) léy+muy+nax6—=o, 


représente une conique dont les normales en A, B, C se coupent au méme 
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males issues d’un méme point et le symétrique du pied 
de la quatrième normale, par rapport au centre de la 
conique, sont sur une méme circonférence. 
Note. — MM. Carlos Watteau, élève de M. Painvin, et M. David ont 


donné de cette question des solutions peu différentes de celle qui pre- 
cède. 


Question T4; 


Par M. Vicror STREXALOFF, 


Élève de l'Université de Saint-Pétersbourg. 


Soient «, 6,7 les nulieux des côtés BC, AC, AB d’un 
triangle ; P le point de rencontre des hauteurs AD, BE, 


point est 


* 1 
(2) 


sin À 


n 
sin C 





(E — 1m?) = 0. 





ge pa a 2 CHERS 
” Lib: "5: du EJe 


Quand l’équation (1) représente une hyperbole équilatère, on a 
(3) Lcos A+ mcosB + ncos C— 0. 
Les équations (1) et (3) donnent 
I= ulycosC—6cosB), m—6(xcos A —ycosC), n —=7},(6cos B— «cos A). 
On peut remarquer que 
yC0SC — 6cosB—0, axcosA—ycosC—0, 6cosB— «x cosA= 0 


sont les équations des perpendiculaires abaissées des trois sommets A, B, 
C sur les côtés opposés. 
En désignant donc par 


RU MURS open 


les équations des hauteurs du triangle donné, il vient 
l= co!) m2 166, On = yy" 
I ne reste plus qu'a remplacer £, m, n par ces expressions dans l’équa- 
tion (2), il en résulte 
La 
au 
sin À 


ok ah 
sin B 





(CEE) (y 12 LE [Oy) Co! } 12 LE Taxe) (66 ] 20. 


sin C 
G. 
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CF; O /e centre du cercle circonscrit au triangle doni 
le rayon est K. 
Sur les sesments PA, PB, PC, Pa, P6, Py, on prend 
les points p, q, r, p',q', r', de telle sorte que 


Pp=——PA,. Pg—© PB, /Pr= PC; 
rè 7 


nl 
_ 


2 2 
Ph Pa, Pg—-P6,. Pr'— 
/2 


P:y; 
ñ Û 


TS ID 


et enfin, on désigne par p", q”, r" les pieds des perpendi- 
culaires abaïissées des points p', q', r' sur les hauteurs 
AD,BE, CF respectivement. 

DOME OUED: 0» 1 Dadots D >: 51 SON EU] 
points d’une même circonférence, dont le rayon est égal 


en. . A AN ; 
à —R, et dont le centre est un point M situé sur la ligne 
{A 


PO, de telle sorte que PM — - PO (*).. 
72 


D'abord, je démontre que les trois points p, q, r se 
trouvent sur la circonférence décrite du point M comme 


, 
centre avec un rayon égal à -R. 
La za 


Je mène les droites OA, OB, OC. Puisque 


BA bi BR S BG 


PME PanMbr | 
il est clair que les droites Mp, Mg, Mr sont respecti- 
vement parallèles aux rayons OA, OB, OC ; et, par con- 
séquent, on a 


DOSNOAMEOB 400 
PM Mp Mg Mr 


72 


PE EUR 


(*) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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d’où l’on déduit 


Mp=—Mg—=Mr—=-R. 
71 


Done, les points p, g, r sont sur la circonférence dont 
k 6 ca 
le centre est le point M, et dont le rayon est égal à e R. 


Maintenant il me reste à démontrer que tous les autres 
points p', g',r', p”,g"”, r” sont sur la même circonférence 
que les points p, q, r. Pour établir cette, proposition il 
sufit de faire voir que les lignes p'Mp, g'M9q, r'Mrsont 
des lignes droites divisées chacune, au point M, en deux 
parties égales. Et il est bien facile de reconnaître que cela 
revient à démontrer que les droites MS,, MS,, MS;, me- 
nées de M aux milieux S,, S:, S, des droites Pp', Pg', Pr’, 
sont respectivement parallèles à Pp, Pg, Pr, et égales 


NE I 
à SPP; SP = Pr. 


On a 
! LRRPPRRT I 
PS,= =Pp,= Pa et 1PM== PO; 
> 7è /è 
d'où 
PS, »” Px L 
PM PO’ 


donc MS, est parallèle à Ox, et, par suite, à Pp. 


De plus, 


Ms ok 
12 
Mais on sait que 
Li 
Ox=— PA; 
3) 
il en résuite j 
I 
MS, — — PA — - Pp. 
on 2 
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Il est évident qu’on prouverait de mème que les droites 
MS,, MS, sont parallèles aux droites P9, Pr, et égales 


" I 
à -Pa, -Pr. 
> q 2 
La proposition est donc démontrée. 


Note. — Cette première partie de la question 754 a de même été résolue 
par MM. E. Roudox, élève du lycée Charlemagne; V. Niébylowski, du 
lycée Bonaparte ; H. Feuilles, et A. Viant, du Prytanée Militaire, 

Quant à la condition de contact (p. 96), M. Niébylowski remarque 
qu'elle ne peut être généralement exprimée par l’égalité 


2 


I r 
_— =] + — ; 
n 2 
car p*—=—2R" cos A cosB cosC, et, dans le cas du triangle rectangle, 


on a 


p°=0 et par suite 


CRE 
D 
8 


Question 725 (*); 


Par M. RENAUD, 


Élève du lycée Louis-le-Grand. 
Résoudre algébriquement l'équation 
[(x +2) +af = 8x (x + 2}. 
Première methode. — Posons 


TRIO ns 
l'équation devient 


(1) s (y? ri O rtyes 
divisant les deux membres par y°, on a 


ue Le oe 
(2) ( =] 


(*) La solution donnée dans le numéro de juin renférme quelques 
inexactitudes. 


Soit 


l'équation (2) développée devient 

(3) B— 5743241: —0O. 

Cette équation admet la racine 1; elle peut donc s'écrire 

ne Ace) 

Ses racines sont donc 1, 2 + V5 ét 2-00 
21 donnes zt=1{x.+ 2) tourbe, 
ARE V5 donne x—(x+2}(2+ 15), 

(4) (+ vb) + fre +5) + 4(2 +V5)= 0; 

les racines de cette équation (4) sont 

— 2(2 + V5)HV4(2 + V5) —4(1+ V5) (2 +5) 

1. + V5 
__—2(2+V5)ÆV4(2 +5). 
de Lého5 


MES 





? 


TX 


ou, en rendant le dénominateur rationnel, 


_—3—V5+Vr+2v5 





2 


z = 2 — 5 donnerait pour x les valeurs 


_ —3EV5ÆEV2— 245 
"0 2 

En divisant par y°, nous avons écarté le cas de y = 0; 
or, ÿ = 0 donne x = — 2 qui n'est pas racine de l’équa- 
tion proposée; nous avons donc les seules racines de l’é- 
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quation : trois sont réelles et négatives, les deux autres 
imaginaires. 


Voici maintenant la méthode de M. Lebasteur. 
Je pose 
L'ET = ds. 


7 
J'ai alors 





PCR EL 
—=(7— 1} (y — 1}. 


(3°? + DUT 


Soit 


I 
JF= = 
NA 


Divisant les deux membres par y”, l'équation s'écrit 
/ I 3 I 2 (y | 2 
ae 
b à 1f = # 

| I 


Or, 


on a donc 
B—(3— 4)(z2—2); c'est-à-dire 2 + 2z— 4 —0o, 
équation dont les racines sont 


mnt (0: 
Mais on a 


ad PT LEO se 


et 





Chr, it à 5 





__—3ÆV5EV(— EE V5) — 4 





2 
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XI faut ainsi ajouter la racine — 1 fournie par l'hypothèse 
TÉrO: 
Les cinq racines sont donc 
— 3+V5+V2—2V5 


2 








— 3 Æ V5 —_ V2 ca V5. 
2 


La 


les signes supérieurs et inférieurs se correspondant, les 
racines fournies par les signes inférieurs sont réelles ; 
nous avons donc trois racines réelles. 





QUESTIONS. 
re L'équation 
T x? T° x" 
are ele NT He —— —=0o 
I 50 12:59 1 L2LH0RUT 
ne peut avoir deux racines réelles. (SYLvESTER.) 


716. L’équation 


HI + 1)... Li 7e = 
YOU, Su. PAM dite. po 


A nn LA 
| (LOUER 


ne peut avoir deux racines réelles, quand y est > o, et 
<T—n. (SyLvEsrer.) 
777. Si l'équation f (x) = o n’a que des-racines ima- 
ginaires, l'équation 
f(x) + af'(x) + af" (x) +...+a"fu(x) =0o 
n'aura, elle aussi, que des racines imaginaires. 


(Hermrre.) 


hr mme Dore 
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NOUVELLE MÉTHODE POUR DÉTERMINER 
LES CARACTÉRISTIQUES DES SYSTÈMES DE CONIQUES 


(voir page 385); 


Par M. H.-G. ZEUTHEN (ne CoPENHAGUE). 


IX. — Cas particuliers de la détermination des caracte- 
ristiques des systèmes de coniques qui ontun contact du 
second ordre et deux du prernier ordre avec des courbes 
données. 


40. Nous nous contenterons de considérer les cas où 
deux des courbes données se touchent. 

Supposons premièrement que les courbes GC, et 
C»,,», dont les contacts avec les coniques du système 
sont du premier ordre, se touchent en un point 8. Alors 
selon le n° 23, le système [ (C,, ,)?, CG», Cu,,n, | Se di- 
do TO CTI CG ns Ce 7 Gens 
et une caractéristique du système général comprend deux 
fois la caractéristique homologue du premier système par- 
tiel et une fois celle du second. On sait encore selon le 
n° 24 que, pour toute espèce de coniques infiniment 
aplaties du système général limitées à un point d’inter- 
section de G,,,, avec CG... le premier système partiel en 
contient une qui comprend les coniques passant par le 
point de contact @ et du reste déterminées de la même 
manière qu'au grand système, et que celle-ci a, dans Île 
nombre À du système partiel, le mème coefficient que 
l'espèce homologue dans le À du système général. Comme 
le système général ne contient aucune conique infini- 
ment aplatie renfermée dans une tangente commune à 

Ann, de Mathémat., 9° série, t, V. (Octobre 1866.) 28 
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Cun, Et Cu,,n,, 1eS Systèmes partiels n’en contiendront 
plus dans la tangente de contact au point 0 (voir le 
n° 24). Toutes les coniques infiniment aplaties du sys- 
à É : 
ième [(C,,»)", Cu, 0) correspondent donc à la pre- 
mière et à la cinquième espèce nommées au n° 29, et 
les théorèmes du n° 34 donnent lieu aux suivants : 


Pour un système de coniques qui ont un contact du 
second ordre avec une courbe donnée C,,, et un contact 
du premier ordre en un point donné 0 avec une autre 
courbe donnée CG ,, il faut compter dans le nombre À : 

Trois fois, toute conique infiniment aplatie limitée 
à 0, tangente à C., et limitée au point de contact; 

Une fois, toute conique infiniment aplatie limitée à 0 
et à un point de rebroussement de C,. .. 


Par des procédés analogues, ou au moyen du principe 
de dualité on voit que : 


Pour le même système, il faut compter dans le nom- 
bre w : 

Trois fois, toute conique à point double composée 
de la tangente à C,..,, au point 0 et de la droite qui 
toucheC,,., en l’un des points où elle rencontre la première 
droite ; 

Une fois, toute conique à point double composée de 


la tangente à C., au point 8 et d’une tangente d’in- 
flexion à GC... 


A. On aura (selon le n° 40) pour le système 


[(Cm, 2) Ca dl 
1=3.n+iI.d", 


nm = 3m T,t, 
1 « 
d’où 


(15a) uv 38n + d'—= 3m +. 
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Alors 


{a5b) [(Cn,n)'> Cm,m0]=( 1 »). 
Si C,,, est une courbe générale de l’ordre m, on trouve 
(15c) pv — 3m(m —1). 


42, Les théorèmes du n° 40 sont encore vrais dans le 
cas où les courbes C,,, et C,,,, coïncident et pour un 
système de coniques qui ont avec une même courbe deux 
contacts, l’un du second ordre en un point non donné, 
l’autre du premier ordre en un point donné. Ce système 
sera représenté par | (C,,,,)°, G,,,9]. On trouve pour ce 
système : 

À—3.(n7—2)+1.d!, 
SG —3.(m—2)+1.#, 
d’où 
(16a) m—=v—3(n—2)+d'—3{(m—2)+?#. 

Alors 
(166) E(CA SE Cx,, r, 0) =Æ (hr; v)- 

Si C,,, est une courbe générale de l’ordre m, on trouve 


(16c) uv 3(m—2)(m +1). 


Pour = 3/0n trouve u = V=="0. 
Pour m — 3 on trouve p = v — 12. 


43. Nous aurons encore à traiter les cas où une courbe 
avec laquelle les coniques d’un système ont un contact du 
second ordre, en touche une autre avec laquelle elles ont 
un contact du premier ordre. Alors la formule (1) du 
n° 23 sera remplacée par la suivante : 


(I) N{(Cw, n}? Car, n/, Z;; Z:] 13 N LC, n)’, Zi; Z; | 


Se ( + N F(Gn: nt FES Cy, W, Zi, Z:], 
28. 
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où (C,,)°0 exprime la condition d’un contact du second 
ordre en un point donné, et (C,, ,) —C,,, , celles d’avoir 
avec C,,, et Cr, qui se touchent elles-mêmes des con- 
tacts séparés respectivement du second et du premier 
ordre. 
On aura en particulier, si C, , se réduit à un point, 


1) (AR PRE AGE cr 
2 N[(C», sy Ti: Lis Z:|, 


où (Ch) — p représente les conditions d’avoir avec 
Cy,n un contact du second ordre en un point non donné, 
ei de la couper en un point donné. Si C,,, ,, se réduit à une 
droite, la formule (1) sera remplacée par la suivante : 


N [ (OC, Es di Zi, 2 | — 3N Ga), Z:, Z:) 


eu 
( ) + N Ces) KT: l, Z: ? Z:). 


Au moyen de la formule (I), où l’on peut remplacer la 
condition Z, successivement par celles de passer par un 
point et de toucher une droite, on voit qu'un système 
LC, nr)?» Cm,nr Z], dans le cas où CG, et Cy, y se tou- 
chent elles-mêmes, se divise en deux systèmes partiels 
F[G.4202/tet LC, n)° — Cr, Z], et que chacune 
des caractéristiques du système général comprend trois 
fois la caractéristique homologue du premier système 
partiel et une seule fois celle du second système. 


44. Pour trouver les coniques singulières d’un sys- 
ième [(C,,,) 0, Z], il faut regarder celle du système 
[(C,»)*> Cn,ns Z] et examiner ce qu’elles deviennent 
dans le cas où deux points d’intersection p, et p, de C,.., 
et C,y,n Coïncident avec un point de contact 0. Au système 
[(C,,1)*9, Z ] pourront appartenir, après cette coïncidence 
de p, et p:, des coniques infiniment aplaties : 

1° Tangentes à C., en l’un des points p; ou p: et 
limitées au même point: 
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2° Renfermées dans une des deux tangentes communes 
à GC, et Cy,ns qui coïncident en mème temps que p, et 
p2 et limitées au point de contact avec C,. ,. 

Ces deux espèces de coniques singulières seront, après 
la coïncidence de p, et p,, renfermées dans la tangente à 
C,.,, au point 0 et limitées à ce point. Mais elles n’appar- 
tiendront pas toutes au premier système partiel, parce 
qu'une conique infiniment aplatie, déterminée de la ma- 
nière indiquée, est aussi une limite des coniques du sys- 
tème [(C,..,) — Cyr,ws Z). (Voir le n° 24.) 

Si la condition Z consiste dans un contact avec une 
courbe donnée C,, ,., les coniques aplaties dont il s’agit 
seront assuJetties, à côté des conditions nommées, de tou- 
cher C,,,, au point 8 et d’y être limitées, à celle d’être 
limitées par C,,,,. Les coniques infiniment aplaties du 
système [(C,,,,)°7, Cr, ns Cm, ,n, |» qui coïncident dans cha- 
cune, comptent pour 18 dans le nombre À de ce système 
(selon la deuxième et la troisième proposition du n° 34). 
Si nous supposons que la même conique singulière compte 
pour x dans le À du système [(C,. ,)*8, C.., | et pour y 
dans celui du système [(C, ,) — Cu, Cu n, |, nous 
aurons, selon les n°° 43 et 22, 


18 — 3x EN" 


d'où x<76, puisque y est positif. 

Les coniques à point double donnent lieu à des consi- 
dérations semblables; mais pour elles nous renvoyons au 
principe de dualité. 


45. Le système [(C,,,)*0, GC. | ne contient de co- 
niques infiniment aplaties que celles qui sont nommées 
au n° 44, Donc 


ln MN: ÉD ETES 
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d'où 
1 
BE 1e PA eu mL 0 

u devant être entier et x positif et plus petit que 6, on 
doitsavoir ri=3t 

On trouve maintenant 
Le sac #4 nt, —— 7à; , 


(174) 


VEND It —+- Mis 
(176) C(Cmn) 9, Cmm = (B v)- 


46. x ayant la valeur 3, on a les théorèmes suivants : 


Pour un système de coniques ayant un contact du 
second ordre en un point donné 0 avec une courbe C,,.,, 
et un contact du premier ordre en un point non déter- 
miné avec une courbe C,,,,,, on doit compter : 

Dans le nombre X, trois fois toute conique infiniment 
aplatie, tangente à C,.,, au point 0, limitée à ce point et 
AC tr 

Et dans le nombre 5, trois fois toute conique ayant 0 
pour point double, composée de la tangente à C,,, en 
ce point et d’une tangente à C,.. 


Ces théorèmes sont encore vrais lorsque C,., et Ce 
coïncident. 

#7. Le système [(C,.,,)*0, C,,, | dont les coniques ont 
deux contacts avec C,,,, l’un du second ordre en un point 
donné, l’autre du premier ordre en un point non déter- 
miné, ne contient pas d’autres coniques singulières que 
celles que nous venons d’indiquer au n° 46. Donc 

1—3(m—2), © —3(r— 2), 
d'où 
.— 21 + n — © 
(18a) L us 
Y LIN + 2h — 6, 


(106) É LG) Can] = v)> 
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et pour une courbe générale de l’ordre m, 
U — (m na 2) (m : 3}; 


(Le) y —(m—2)(2m +3). 


Pour m — da ON ITOUVEM — y — 0, 
Pour m3, on trouve L=—6, y =. 


48. Les caractéristiques des systèmes 
[ (Cm, n)*> Cni,r 4%, Cms,ns | et [(Cn, n }? je Cw’, n'9 Cu, ] 


(voir les n°° 40 et 43) se trouvent maintenant au moyen 
des équations (I) des n°° 23 et 43. 
Pour trouver les caractéristiques du système 
AS ie Tr EX né a ave 


dont les coniques ont avec C,,, un contact du second et 
un contact du premier ordre, et avec C », qui touche 
Cr; un contact du premier ordre séparé des deux pre- 
miers contacts, on fait usage de l’équation suivante : 
| N [ (Cu, 15 Cn, n) Che, n'3 Z] — NC Cn,n 0; 2] 
(1) « + 3N[(C», F0 Ce Z] 
+ N [(Cn, by Mr: Cw, (NEA Ch, ny Z , 
On trouve, en particulier, 
N{( Ca PE RTE LE ZINC je a Z| 
(II) + 3N|( Cr, n } 6, Ce Z | 
+ N[(C Fu 2— p — Cyns Z|, 
où (C,,,) — p— C,, exprime les conditions de deux 
contacts du second et du premier ordre en des points non 
donnés, et d’une intersection en un point donné, avec une 
même courbe C,,,, et 
N [ ( PRET) EN Ch, n d, Z | et uN [( Cn, 1 Cm n 9 Z] 
DE 3N[(C m, a 0, Cn, n3 Z | 
HN (Cu, n) n ) = À — CH n 3 Zi 


i 
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X. Determination des caractéristiques d’un système de 
coniques qui ont des contacts du second ordre avec 
deux courbes données. 


49. Soient C,.. et GC, les courbes données; alors le 
système sera désigné par [(C,,,)*, (Cn,)° |: 

Il contient toute conique infiniment aplatie : 

1° Renfermée dans une tangente commune aux deux 
courbes et limitée aux points de contact; 

2° Passant par un point de A pp de l’une des 
courbes données, tangente à l’autre et limitée aux points 
de rebroussement et de contact; 

3° Passant par et limitée à un point de rebroussement 
de chacune des deux courbes. 

Désignons par x, y et z les coeflicients relatifs à ces 
trois classes dans l'expression de À; alors 


1=znn +y(d'n + d'r)+zd'd:, 
et selon le principe de dualité 
s—xmm+y(tm+im)t+zt'é, 


d’où résulte 


Fee 3 [2 (rem, +onn)+y(tm+tm+aod'n +2din) 
+ z(t'# + 2d'di)], 


1 à 
ÿ — le (arm + an) + y(2t'm, + atom + d'n, + d'n) 


+ z(2t/e + d'd')]. 


0. Pour déterminer les valeurs des coefficients nous 
essayerons de trouver par d’autres moyens la valeur de x 
dans le cas où C, est remplacée par la courbe M de 
l’ordre m et douée d’un point muluple de l'ordre m — +, 
(voir le n° 30). Il nous faudra appliquer le lemme du 
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n° 31 au système [ M, (C,., }*, p) auquel correspondront 
(les notations du n° 31 étant conservées) les valeurs sui- 


vantes : 
FI, q— 2m — 2, 


a = N[(ME6, (Cum) P] 
6 Fe NM NEA ES (Cm, } Pb} 
ou, d’après l’équation (IT) du n° 23, 
B = N[M, Ar P;P1)] se 4 2N [M 0, (Cr } P 
d’où 
qa+B=2(m—2)N[M6,(Cu,n,) 2] + NM; (Cm) PPi|- 


Or, selon les formules (15) et (11), qui sont encore 
vraies pour la courbe particulière M (*), 


N [ M9, (Le P| =Æ 3m; + 2 ” 
N [M, (ORNE D DE ES m; d' )(2m<+n), 


et, selon le n° 30, 7 == 2 (m— 1); par conséquent 
qa+B—6G(m—1)(3m +eé). 


Comme aucune des ga +5 coniques dont un point 
d’intersection avec M coïncide avec un point de contact 
n'est infiniment aplatie, elles auront toutes un contact du 
second ordre avec cette courbe. Donc 


ga + B—=NI(M}, (Cm) p) 


et nous aurons une expression de cette quantité en sub- 
stituant dans celle que nous avons trouvée pour y, dans le 
numéro précédent, les valeurs de #7, d' et t’ qui corres- 
pondent à la courbe M : 


RE CS PORN M RTE SES DE 


(*) Voir la note du n° 32. 
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On trouve alors 


qu + 6— 3{l(e+16y)m— 107 |m+4(x—3y)(m—a)n 
| + [(5y + 32) m — 67 —6z]r |. 


Les deux expressions de ga + doivent être égales, et 
comme les nombres m, m;,, n, et t, peuvent prendre, in- 
dépendamment les uns des autres, une infinité de valeurs, 
elles doivent être identiques, ce qui donne 


Le DIN RON PET 


91. En substituant dans les expressions trouvées pour 
u et y dans le n° 49 ces valeurs de x, y et z et réduisant 
au moyen des formules de M. Plücker, on trouve 


(19a) u—v—(3m+z)(3m+e)—={(3n+d')(3n, +d'); 
(196) [(Cmn)?s (Cuir) = (1%); 


et quand C,, et GC, sont les courbes les AE générales 
de leur degré, 


(19c) b = y — Ô0m(m —31)m (m, — 1). 


52. Les coefficients x, y et z qui entrent et dans À et 
dans & étant trouvés, nous aurons les propositions sui- 
vantes : 


Pour un système de coniques qui ont des contacts du 
second ordre avec deux courbes données, il faut compter, 

Dans le nombre À : 

Neuf fois, toute conique infiniment aplatie renfermée 
dans une tangente commune aux deux courbes et limi- 
tée aux points de contact ; 

Trois fois, toute conique infiniment aplatie pas- 
sant par un point de rebroussement de l’une des deux 
courbes, tangente à l’autre et limitée aux points de re- 
broussement et de contact ; 
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Une fois, toute conique infiniment aplatie linutée à 
un point de rebroussement de chacune des deux courbes ; 

Et dans le nombre % : 

Neuf fois, toute conique ayant pour point double un 
point d’intersection des deux courbes et composée des 
deux tangentes en ce point; 

Trois fois, {oute conique à point double composée 
d'une tangente d’inflexion de l’une des courbes et de 
la tangente à l’autre en l’un des points où elle ren- 
contre la première droite ; 

Une fois, toute conique à point double composée 
d’une tangente d’inflexion de chacune des deux cour- 


Des 





(*) La comparaison de ces théorèmes avec ceux du n° 34, confirme, 
comme dans tous les cas que j'ai traités, la règle suivante, qui par elle- 
même est très-probable. 

Lorsque une conique infiniment aplatie, passant par et limitée à un 
point d’intersection de C,.,,, et G.,n,» et satisfaisant à une autre couple 
de conditions que nous désignerons par X, compte pour x dans le À du 
système (Z,, Z,, C Gr.) 


aussi passe par, et est limitée à un point d’intersection de C,, ,, avec 


PART , et qu’une conique infiniment aplatie, qui 


GES et qui satisfait à une couple de conditions Y, compte pour y dans 
le À du système (Z,, Z,, Ci n Cmsins)3 1 
déterminée par les conditions X et Y, compte pour xy dans le À du sys- 
tème.{Z,, Z., Z,, Z,). 

Ayant prouvé aussi pour les cas où lesconditions Z, et Z, (ainsi que Z, 
et Z,), ne sont pas indépendantes l’une de l’autre, la vérité de cette règle, 
que je n’ai pas osé accepter a priori, on pourrait se passer de tout ce 
paragraphe-ci, les théorèmes du n° 52 résultant alors du n° 34, On en 
pourrait aussi faire usage ailleurs : elle donnerait, par exemple, dans le 
n° 29 les équations suivantes entre les coefficients : 


a conique infiniment aplatie, 


On ne pourrait pourtant se passer des recherches du n° 32. 

Du reste, nous n’avons pas donné à l’énoncé de notre règle toute la gé- 
néralité probable, mais on en saura mieux fixer l’extension en mème 
temps qu’on la prouvera. 


( La suite prochainement. 
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NOTE SUR LE LIEU DES FOYERS DES SECTIONS CENTRALES 
DES SURFACES DU SECOND DEGRÉ ; 


Par M. V.-A. LE BESGUE. 


Pour simplifier le calcul, on suppose que les axes des 
coordonnées sont aussi les axes principaux de la surface 
qui a pour équation 


(1) Ax?+ By+ Cz'—:1; 

on représente par 

(2) MX + RAY + ps = O 

le plan de la section, et par 

(3) A UP EI RAI PENRE 

le carré d’un demi-diamètre de la section. En exprimant 


que r prend sa valeur maximum ou minimum au moyen 
des équations 


x dx + y dy +is.d3=:0, 
m dx + n dy + p dz = 0, 
Az dx + By dy + Cz dz = 0, 


RrAE te PRES 7 AU SRE | 
on a, en éliminant les dérivées —, —, l'équation 
dr Ar 
m(B— C)y3 + n(C— A)zx + p(A — B)xy = 0, 
ou bien 
(4) mayz + nBzX + pyxy — 0, 
en posant, pour abréger : 


B—C—=a, C—A— fs, A — B— 7. 
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Ces équations donnent immédiatement 


a+bf+y—=o, + ft y — 2 (of + By + ya), 
4 À + BB mis y C — O, 
a? A?+ BB? + y C— — 2{a8 AB + GyBC + yaCA), 


résultats qui serviront bientôt. 


Les équations (1), (2), (4) donneront x, y, z; puis (3) 
donnera r. Mais le calcul de r peut se faire plus directe- 
ment comme 1l suit. 

Les équations (2) et (4) donnent 


m a P 


z(Bz?— y?) — ya — a2!) Des (ay? — Ba) Land 4 





(5) 


et, en mettant pour &, 5, y leurs valeurs, conduisent à 


m is ñ hs p 
se ER er ÉES TA ES 





ÀÂx— — 5 
1 — A7° 


Mais on a 
de D a mm TE 
Xr= Ar lzx+Br'}71#+ Cr?\12, 
d'où l’on tire par la soustraction 
(1— Ar?) Va+(i— Br) Ly+(1— Cr’) z—o; 
puis, mettant pour Àx, Ày, Àz leurs valeurs, il en résulte 


In? Ye n°? p° +" 
DA? pre # Ra LE 
et par conséquent l’équation 
(BCm° + CA 7? + ABp')r‘ 
—[(B+C})m +(C+A)r+(A+B)p]7° 
+ (m+nr+p)=o, 
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ou, pour abréger, 
(6) Lri—Mr'iN-s0. 
Les deux valeurs de r°? étant 


M + VM'— 4LN 
2.L 
la différence 
VM—4LN  , 
ARMES, 


prise en valeur absolue, sera le carré de la distance du 
centre à un des foyers. 

Le carré p? peut s'exprimer comme il suit en fonction 
des coordonnées du foyer. On remarquera que les équa- 
tions (2), (4) étant homogènes, on peut y remplacer les 
quantités x, y, z par des quantités proportionnelles. 
Ainsi, aux coordonnées des sommets on peut substituer 
celles des foyers, et l’on aura, ces coordonnées étant x, 
LES 

mt HN 77 A P pi 
(Br y) pret) 2(ay—fpe) À? 
ou bien encore 
m—pr(ps— yy"), n—=py(yx—as), 
RE p3(ar?— Bzx?), 
ou, pour abréger, 
MIX UN LT Y, ED 0e 2 
Substituant dans la valeur de 


M° — 4LN 
pepe EAN, 


on aura d’abord 
L . : 
— = BC TX CAP ABS 20 
{L 
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et en remplaçant X, Y, Z par leurs valeurs, et simplifiant 
au moyen de l’équation 


a? A+ BB+ y C— — 2 (af AB + By BC + yxCA), 


il viendra 


— (Az + By°+ Cz)(Ac722 + BB?zx? + Cyr), 





Le calcul de se VM2—4LN est plus compliqué. On à 
d’abord, réduction faite, 
— ALN = cmt + Bi + pi — 2fyn°p° 
— 2ya pm — 2af$m'n?, 


puis, en remplaçant m, n, p par leurs valeurs, celle de 


2% VM?— 4LN devient 
le 








Ja? x XI By Vip 2 2 — 2 Byy23 Y22— 203? x ZX — 2aBx?y?X2Y?, 


ou bien encore 





V(Bz— yat) (yat — a) (ayt— Ba} — XYZ — + XYZ. 
Ce résultat, qui ne suppose pas la relation 
GR BE Yo, 
s'établit comme il suit : on met la quantité radicale sous 
la forme 
(ax X?— 2 ay x?2?22 — 208 x? y? Y?)X? + BA 72), 
et comme on a 
By? (yat— az) — year — 6r°} 
= y (pat+azt) — ya rt + Brrt) 


(Or nier z — Ryat 
= X(&y?2— Byr'), 
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la quantité sous le radical est done divisible par X°. On 
prouve de mème qu’elle est divisible par Y? et par Z?, d’où 
il suit que X°Y°Z? est diviseur de la quantité radicale. 
Comme cette quantité est du douzième degré en x, y, z 
aussi bien que le produit X°Y°Z?, il suffit d’ordonner 
pour trouver le quotient. 

Dans la quantité radicale, la plus haute puissance de x 
se trouve dans les termes 


By Y 42 y? ziZi—_ 9 By.yr°2° Y? Z!, 
ou 





(Br°Y:— 22°) — [X (nya Le. By). 


C’est donc É°y?X°.x° qui est le premier terme de la quan- 
tité radicale ordonnée par rapport à x. 

Dans le produit X? Y°Z° ou X°{yx°—a z°)*(xy°—{x°)”, 
le terme en x° est aussi 5°y° X°.x°. Le quotient est donc 
l'unité. 

On aura donc 
(a | (x?+y?+2) Az? + By'+ Cz!)(A a? y2z!+ B f?z:x7+ Cyx°y) 

= (pe y) (pre 00) (oO 


Cette équation ne diffère de celle donnée par M. Pain- 
vin (Nouvelles Annales, p. 490, 1864) que.par le dou- 
ble signe du second membre. Pour le voir, il suffit de 

I I I . 
remplacer À, B, C par Ut Pr. alors «, 6, y deviennent 
c—b? a—c b?— a! 


be? ace ? ab 


RE Ci, 
pe as = | (0e) + (6 #1) E |, 


ay par 
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puis 
Acy°?z + Bf?z1x? + Cyx’7!? 
devient 


Ver 22 x 5 


hui A EC rte SRE | - 
| lt BY + (a CE mer er l ap |: 








de sorte qu'en multipliant par a° b* c?, et prenant le signe 
supérieur, on a précisément le résultat de M. Painvin. 

Il reste à examiner s’il faut toujours prendre le signe 
supérieur. 


Remarque. — I] résulte de ce qui précède que l’équa- 
tion biquadratique à quatre inconnues 


s— ati + bui+ co — 2 bcu?v? — 2 act?v?— 2abt'u? 


devient une identité en posant 


t—= x(bz — cy°), 
— y (cx? — az!), 
rie ere Le 
sat pe y?) (cx?— az?) (ay? — bx!). 


On prouve de même qu'on peut prendre 
t—x(by— cz), 
u— y(cz' — ax!), 
o —z(ax?— by), 
s —(by— cz?) (cz? — ax?) (ax? — by?). 
On trouve ainsi une infinité de solutions en nombres 


entiers quand a, b, c sont des entiers de signe quel- 
conque. 
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QUESTION DE LICENCE; 


SOLUTION DE M. Tux. DIEU, 


Agrégé, Docteur ès sciences. 


1. PROBLÈME DE MÉcaNiQuE. 


Un point matériel, astreint à rester sur un cône de 
révolution, est sollicité par une force dirigée vers le som- 
met, proportionnelle à la masse du point matériel et à 
ses distances au sommet. Il part d’une position donnée À 
avec une vitesse v, dirigée suivant une tangente AT au 
cône. Quel sera le mouvement du point matériel? On 
fait abstraction du frottement. 


Le sommet du cône est pris pour origine, et son axe 
pour axe des z; le plan zx passe par la position initiale À ; 








y 7 fe 


l'angle de la direction AT de la vitesse », avec la tan- 
gente À y’ au parallèle AB du cône sera désigné par &, 
AOz par &, AO par r, AC par z, et OC par p,. 


Soit M la position du point matériel à la fin d’une 
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durée { comptée depuis lecommencement du mouvement. 
x, y, 2 représenteront les coordonnées de M, r la dis- 
tanceOM, p sa projection ON sur le plan xy,6 l'angle NO x, 
et v la vitesse du mobile. 
Le principe de Leibnitz donne #° — kr° + C, ou 


(1) dx? + dy? + dz?— (hkz! séc?a + C) dt?, 


C désignant la quantité v°— kr, et k la force rapportée 
aux unités de masse et de distance. À sera positif pour 
une répulsion, négatif pour une attraction. 

Le principe des aires s'applique au mouvement pro- 
jeté sur xy, car la réaction de la surface rencontre tou- 
jours l’axe des z. On a donc p*d0 — C'dt, ou 


(2) x dy — y dx — C'dt, 


C' dési st Se 7) est | 
eésignant p, sirA OU P,VQ,COSE, Car p, FA est la 
composante de v, suivant Ay’. 
De l’équation (2) et de l’équation différentielle du cône, 


x dx + y dy = zdztang'a, : 
on déduit 


(a+ 7°) (dr? + dy?) = Cdi? + 2 dz° tang' a. 


Remplaçant x°+y* par z° tang’a, dx°+ dy? par sa 
valeur tirée de l'équation (1), et résolvant, il vient 


(3) LEE z dz.tang a séc « 








VÆzi tang?a séc'a + C7 tang? x HA 

La quantité sous le radical serait un carré si l’on avait 
Caine +4kC? ou (v?— kr?) + Akr2o2 cos’e — 0, 

ce qui exige € — . avec #, = kr, pour une répulsion, et 


20. 
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€ = 0 avec pi == — Àr; pour une attraction; miais ces Cas 
particuliers seront d’abord écartés. | 

En posant 


2° lanta —=\w, , Gisinacose = 27 ALAN C COQ, 


la formule (3) se réduit à 





du 
20 a —— 
Vku? + Qu — p°? 
Attraction. — Soit k= — n°. On à 
du 
DNA TT me LU _ : L'icies td 





— 9 





n° : { ñ Ÿ 
— — p— [pu — - 
\ Le / + u 
‘ k tr 
dont l'intégrale est 


EU It 


SH RS 7! 


VA? — pp? 


ous) AT6 COS 





7 désignant la constante arbitraire. L'intégrale de l'équa- 
ton (3). c'est-a-dire de celle qui s’en déduit par la sub- 
s q P 
stitution de — n° à k, est done, 
2 tanga — 72 + re — up'.cos2u(t +) 


quel que soit le signe à prendre dans le second membre. 
La condition d'avoir z=— z, pour { — 0 donne 


222 ÿ 
u°3, langa — 7 


Ve — pp? 





COS2 puy = 
Cette valeur de cos 2 U7y sera enire — 1 et I, puisque 


le mouvement doit avoir lieu; c’est ce qu’on verra d’ail- 
leurs facilement en remplaçant 7 et p par ce qu'ils repré- 


L2 L1 T L] - . 
sentent. Soit y’ l’arc compris entre o et — qui satisfait; 
20 


— y" satisfait aussi. Le mouvement de la projection du 
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mobile sur © z est déterminé par une des intégrales par- 
tüiculières 


(4) pz? tanga== x + Vr— u'p?.cos2u (ty). 


Les valeurs de z sont croissantes ou décroissantes à partir 
de z, selon qu’on prend — ou + devant y’; le premier 
signe répond donc au signe supérieur dans la formule (3), 
et à une vitesse initiale dirigée du côté de AB opposé au 
sommet, tandis que le second répond au signe inférieur 
dans la même formule et à une vitesse initiale dirigée du 
côté du sommet ou suivant A7”. 

Quel que soit le signe qu’on doive prendre dans la for- 


mule (4) : 
1° Le mobile ira de sa position initiale jusqu'à un des 
plans situës du côté des z positifs, représentés par 
(5) us tanga — » E Vn?— up? 
puis de ce plan à l'autre, et ainsi de suite. S'il va d'abord 
vers le plan le plus éloigné du sommet, il y arrive pour 
— y’; s'il va d'abord au contraire vers le plan le plus 


1. : à T ; , 
voisin du sommet, Ü y arrive pour t = Me Pt enfin la 
durée du passage d’un de ces plans à l’autre est tou- 
: TT 
jours — 

2j 
Oo 


2° z reprend périodiquement les mêmes valeurs pour 
des valeurs de t en progression par différence de raison 
L 4 T . . , . 
égale à —; à partir d'un instant quelconque. 

54 p 


De l'équation (4) et de p° d9 = C'dt qui revient à 
P 


z° tanga.d0 — —— dt, on ure 
sin x 





en } 
RÉEMENNS “ 
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Posani 
(ze — Ve — u?p°) Lui ai(n TA Vri— up°), 
cette formule se ramène à 


nm" dlatange(t+y)] 
EO = —— —— ——"——  —" 
Sin & 1+ a’tang'u(tT y) 


dont l'intégrale, prise de telle sorte que 0 = o réponde à 
£ = 0, ES 


(6)9 — 





- arc tang[a tangp(t y’)] arc tang(a tang pry')|. 
sin & 

D’après cette formule, où l’on doit adopter les signes 
supérieurs ou inférieurs, respectivement associés à ceux 
des formules (4) et (5), selon que le mobile s'éloigne ou 
se rapproche d’abord du sommet : 


1° Sr le mobile s'éloigne d’abord du sommet, on a 


: arc tang {a tang uy' e ; 4 
0 — sons (ang lorsqu'il arrive sur le premier des 
sin 
plans (5), et si au contraire il se rapproche d'abord du 


1 
sommet, on a 0 = —— | 


= — arc tang (a tanguy') | lors- 
sin & F7 | k 


2 
qu’il arrive sur le second de ces plans. Pendant que le 
mobile passe de l’un à l’autre, 0 augmente constamment 


T 





di 
2 Sin & 
T 


2° O0 croit toujours de — dans des intervalles de 
sin & 





. ’ y * . , . 
temps successifs égaux à — à partir d’un instant quel- 
æ 
conque. 


En rapprochant cette dernière conclusion de son ana- 
logue relative à z, on voit que : 
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Le mouvement considéré à partir d’un instant quet- 
Æ 0 
F 


À la fin d’une période le mobile se trouve sur le même 


conque est périodique. La durée de la période est 


parallèle qu’au commencement, mais dans une position 
diflérente. Ses vitesses au commencement et à la fin ont 
la même valeur, et leurs directions font des angles égaux, 
dans le même sens, avec le parallèle. 





Fe T F. $ É ‘ 
Si ——— était contenu un nombre entier de fois dans un 
sin & 


multiple 2N7 de 27, c’est-à-dire si 2Nsinc était un 


'£ 


= 





. - + ; TE , \ . 
nombre entier N’', après une durée écoulée à partir 


: dz k : 
d’un instant quelconque, z, r, 7 lv auraient repris les 
[4 
mèmes valeurs, tandis que 0 aurait augmenté de 2N7; 
le mobile serait donc dans la même position et aurait la 
même vitesse en grandeur et en direction qu’à l'instant à 
. e. \ 
partir duquel on le considère. Dans ce cas seulement, la 
trajectoire est une courbe finie. 


Quand e — 0, c'est-à-dire pour une vitesse initiale 
dirigée suivant Ay', l’équation (5) donne z— 7, et 
Po COS & V, 
Z = —— où Z,. 
p Br 
le mobile s'éloigne d’abord du sommet ou s’en rapproche. 





- Selon qu’on a, >>u7, ou << r' 


Si avec e— 0 on a v,—pur,, les plans (5) se confon- 
dent tous deux avec celui du parallèle AB, et cela indique 
que le mobile décrit ce parallèle. Dans ce cas particulier, 
en effet, la valeur (3) de dt serait imaginaire si l’on 
n'avait toujours z = Z,, Car la quantité sous le radical, 
(substitution faite de — n° à À), se réduit à 


- — 


0 < La o f n 
pe lang" a SCC x (2 = Ze 
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L’équation (r) donne # — v,, et l'équation (2) 


d0 X 
M = Le d'où 0 = 2 
de Po Po 


Répulsion. — Soit k = p°. On a 





adr=tiet le MIRE 
u+-) —|{—-+p 
RE os 


Posant pu + n = E Vn°+pp°, il vient 
dé 
ÉRE 


Sud 


nl 





dont l'intégrale est 
2u(yÆt)= (EVE), 
y désignant la constante arbitraire. On tire de là 


Cet Le UNE 


a I 
Are 

2 
Par suite, l’intégrale générale de l'équation (3), substitu- 
tion faite de u°? à À, est 


pi tange — — Vri pp (e2#0 Et) 62h EN) 
Pour avoir l'intégrale particulière qui convient au pro- 
blème, il suflit de déterminer y par les deux formules 
2z° tango + 72 I ——— 
LT res CPR ME J= = l(E+ VE 1). 
Va: + p2p? 2p4 


Quand le mobile se rapproche d’abord du sommet du 
cône, il faut prendre les signes inférieurs; alors z décroit 
jusqu’à la valeur positive donnée par 


p°2"tangæ — re CARS SU 
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puis croit ensuite indéfiniment. Quand au contraire Île 
mobile s'éloigne d’abord du sommet, il faut prendre les 
signes supérieurs, et alors z croit toujours à partir de sa 
valeur initiale. 








NOTE 


sur un article inséré dans les Nouvelles Annales de Mathématiques 
et relatif à la publication intitulée : 


* \ 


Passage du Traité de la Musique d’Aristide Quintilien, etc. (*) 


(Extrait des 4tti dell’ Accademia Pontificia de’ Nuovi Lincei, 
t. XIX, année XIX, séance du 8 avril 1866.) 


L'auteur d’un articleinséré dans les Nouvelles Annales 
de Mathématiques (avril 1866, p. 189, 1. 1-24) s'étonne 
qu'un homme qui s'occupe de l’histoire de l’Arithmétique 
ait pu attacher à des textes grecs Où certaines propriétés 
des nombres recoivent une application superstitieuse, 

,e . De de 

assez d'importance pour prier deux hellénistes de tra- 
duire et d'expliquer un de ces textes, et pour être curieux 
de connaître l’époque de l’auteur. Le critique paraît avoir 
oublié que, lorsqu'il s’agit de faire l’histoire d’une con- 
naissance, il faut bien ja saisir dans les textes les plus 
anciens où on la rencontre, lors mème qu’elle y serait 
appliquée à un usage puéril. C’est ainsi que l’histoire de 

ppuq age p - | e ae 
l’Astronomieet celle de la Chimie trouvent des documents 
précieux dans le fatras des astrologues et des alchimistes. 
C’est ainsi que des notions assez avancées sur les pro- 


\ 


(*) Voir Aui dell” Accademia Pontificia de’ Nuovi Lincei, t. XVHH, 
anno XVIIL, 1865-66, etc., sessione VIT dell 11 giugno 1869, p. 363-376. 
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priétés des nombres se trouvent impliquées dans certaines 
rêveries antiques sur leurs significations mystérieuses et 
sur les influences chimériques qu’on leur attribuait, ou 
bien dans certaines formules bizarrement énigmatiques 
sous lesquelles on se faisait un jeu de cacher des notions 
mathématiques. C’est ainsi que le nombre nuptial de 
Platon et les remarques subtiles d’Aristide Quintilien sur 
les nombres qui représentent les sons musicaux et sur les 
rapports prétendus de ces nombres avec certains phéno- 
mènes physiologiques, peuvent jouer un rôle sérieux dans 
l'histoire antique de diverses propriétés de nombres, 
et notamment de l'égalité 3° + 4°+ 5% = 6°. En eflet, 
cette égalité se trouve certainement impliquée dans le pas- 
sage de Platon sur le nombre nuptial, comme on en peut 
voir la preuve donnée par M. Vincent dans le tome XVI 
,des Notices et extraits des manuscrits de la Bibliothèque 
du Roi (*),et par moi dans un article de la Revue ar- 
chéologique (**). Cette même égalité se trouve aussi 
dans le passage d’Aristide Quintilien traduit et com- 
menté dans la publication mentionnée ci-dessus, comme 
on en peut voir la preuve dans cette publication même, 


Tu. Henri MarTin. 


Note du Rédacteur. — La réputation de M. le prince Boncompagni et 
celles de MM. H. Martin et Vincent sont trop solidement établies pour 
avoir rien à redouter d’une phrase maladroite qui, dans son extrèmecon- , 
cision, ne rendait point notre pensée. Nous n’avons jamais eu l'intention 
de refuser à ces messieurs la justice qui est due à leurs beaux travaux. 
Nous insérons d'autant plus volontiers la réclamation de M. H. Martin, 
qu’elle renferme une opinion fort judicieuse et qui ne s'applique pas seu- 
lement aux travaux d’érudition. C’est en attaquant les plus petits détails, 
qu'on vient à bout des plus grandes questions. Ps 


CE EEE nee acte 


(*) Paris, 1847; in-4, p. 184, lig. 9-36, p. 185-103, et p. 194, lig. 2-10. 
(**) XIII année, 15€ livraison, 19 août 1896, p. 297-207. 
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to 








SOLUTION DE QUESTIONS 
PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES. 


Question 613; 
Par M. Ar. VIANT (*), 


Au Prytanée Militaire. 


On donne une conique et un point fixe O dans son 
plan. Du point O on mène deux droites OA, OB per- 
pendiculaires entre elles, qui coupent la conique en À 
et B. On joint le point À au point B, et l’on mène en 
ces points les tangentes AT, BT à la conique; on pro- 
jette le point O sur les trois côtés du triangle ABT; par 
les trois points ainsi obtenus on fait passer une circon- 
Jférence. Pour chacune des positions de l’angle droit, 
on obtient ainsi une circonférence ; démontrer que toutes 
ces Circonférences sont tangentes à une méme ci'Ccon- 
férence. 

La circonférence des projections du point O peut être 
considérée comme la podaire, par rapport à O, d’une co- 
nique tangente aux trois côtés du triangle ABT et ayant 
un foyer au point O. Cherchons l’enveloppe de ces co- 
niques, 

La transformation par les polaires réciproques, lorsque 
la courbe directrice est une circonférence admettant Île 





(*) La question 613 a déjà été résolue (numéro de juin, p. 277). La 
solution de M. Viant n’a pas été mentionnée. C’est une omission qne nous 
réparons en insérant cette solution dans le présent numéro. Elle diffère 
d’ailleurs en plusieurs points de celle qui a été donnée par M. Bau- 
quenne, 
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point O pour centre, remplace les coniques focales, in- 
scrites dans le triangle variable ABT, par des cercles 
circonscrits aux triangles polaires conjugués des tri- 
angles ABT. 

Soit abt un de ces nouveaux triangles (les petites let- 
tres désignant les pôles des côtés opposés aux sommels 
de même nom). Le triangle abt, relativement à la co- 
nique transformée de la conique donnée, est placé comme 
le triangle ABT relativement à celle-ci. De plus, OA, OB 
étant rectangulaires, les tangentes at, bt à la transfor- 
mée ab le sont pareïllement. 

Or, la circonférence circonscrite au triangle abt est 
évidemment tangente en t à la circonférence fixe d’où l’on 
voit la conique ab sous un angle droit (*). Par suite, la 
conique transformée de la circonférence circonserite au 
triangle abt, c’est-à-dire la conique mobile du foyer O, 
reste toujours tangente à une conique qui à le point O 
pour foyer, et Le contact a lieu sur la polaire AB de t (**). 

Revenant à la question proposée, on voit que la cir- 
conférence des projections du point O touche constam- 
ment une circonférence fixe, et que le contact a lieu au 





(*) La conique ab, transformée de la conique donnée AB, touche les 
côtés at, bt du triangle abt aux points a et b. Le centre c de cette conique 
ab est sur la droite menée du point t au milieu #» de la corde des con- 
tacts ab. Le point m est le centre de la circonférence circonscrite au 
triangle abt, parce que l’angle atb est droit. Les deux circonférences dont 
il s’agit passent par le point t, leurs centres #» et c sont sur une droite 
menée par ce point; donc elles sont tangentes l’une à l’autre au point 4. 


(**) Cette dernière conique est l’enveloppe des cordes AB de la conique 
donnée, qui sont vues du point O sous un angle droit. L'un de ses foyers 
coïncide avec le point O, la directrice correspondante à ce foyer est fa 
polaire du point O par rapport à la conique donnéc. Son centre est à 
l'intersection de la perpendiculaire abaissée du point O sur la polaire et 
de la droite qui unit les milieux de deux cordes rectangulaires menées 
par le point O dans la conique donnée. G. 
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pied de la perpendiculaire abaissée de O sur AB (*), ce 
qui démontre accidentellement ce théorème connu : Le 
lieu des projections d’un point sur une corde AB vue de 
ce point sous un angle droit est une circonférence. 


Note. — M. Viant remarque qu’au moyen de la transformation par po- 
laires réciproques, en prenant pour courbe directrice un cercle quei- 
conque dont le centre soit autre que le point O, on peut déduire du 
théorème démontré un nombre illimité d’autres théorèmes, ce qui est in- 
contestable. Mais, comme le remarque aussi M. Viant, les propriétés des 


sections coniques qui donnent lieu à de longs énoncés ne présentent que 
peu d’intérèt. 


Question 675 


(voir 2° série, t. IL, p. #79); 


Par M. LAISANT, 


Lieutenant du Génie, Licencié ès sciences. 


Soient ABC un triangle isocèle dont chacun des angles 


A, B a pour mesure arc tang2 V2; et p, q, r les longueurs 
des perpendiculaires abaissées des sommets À, B, C sur 
une ligne droite quelconque située dans le plan du tri- 
angle ; mener par un point donné une droite telle, que 
la somme algébrique 


(1) = +-+-—=o. 
G. J. Oxrors. 


Prenons la base AB du triangle pour axe des x, la hau- 


(*) Effectivement, il est facile de voir que si deux coniques ayant pour 
foyer commun le point O touchent une droite AB au même point, leurs 
podaires relatives au foyer commun O sont elles-mêmes tangentes au 
point de rencontre de AB et de la perpendiculaire abaissée de O sur cette 
droite. Or, la podaire de la conique enveloppe des cordes AB est évidem- 
ment une circonférence fixe; par conséquent, la proposition est démon- 
trée. LE 
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teur OC pour axe des y; soit L cette hauteur OC. Soit 


a = OA -= OB. On aura = a Vo d’après l'hypothèse. 














Soit maintenant y — 1x + n l'équation d’une droite 
située dans le plan du triangle. Les distances p, q, r de 
cette droite aux trois sommets À, B, C sont respective- 
ment proportionnelles à + man, — ma—n, h—n. 
On peut remplacer p, q, r par des quantités proportion- 
nelles dans l'équation (1), à cause de l’homogénéité de 
cette équation, et nous exprimerons que la droite satis- 
fait à la condition en écrivant 


T I 2 





ax | D 


(2) 


ou, par transformation, 


man nan Ra 


m'a? + nh — 2n? — 0, 
ou, à cause de 4? — 8 a°, 


Lune 
<mh+nhk—2r—=o, 
€ 


m'h2=10n — Snh, 


(m+1)kR = 160 — 8nh+h—(h—4n}, 


A rt 
Van? + 1 
h 
shlspe 

age puyi Ai 248 





4 Vin? + " 


nn: 
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Le premier membre est constant, le second membre 
exprime la distance de la droite y = mx + n au point 


ke ; Pare : 
RQ ET — À Donc, toute droite satisfaisant à la con- 


dition, est tangente à un cercle ayant son centre en w au 


PAT LATE 
quart de la hauteur, et un rayon égal à 7 C’est le cercle 


inscrit dans le triangle, car 


PU 4 EM ed DETTE 


$  Vit(uy 4 


Il est clair que cette propriété renferme la solution de la 
question, solution double en général, mais qui pourra 
devenir unique, ou même disparaître, suivant la position 
du point donné. 





Généralisation. — On peut se proposer de généraliser 
le problème en en modifiant un peu l’énoncé. Supposons 
l’angle à la base quelconque; de plus, mettons un nombre 
quelconque y. à la place de 2 dans l’équation de condi- 
tion, et voyons dans quels cas la solution trouvée ci-des- 
sus s’appliquera ici. L’équation (2) deviendra 





1 I b. 
Es -nu nt et 
ma — nn — ma —n 1 ES À 
ou 
FE nl le 1 Ne LE 


Soit la tancente de l'angle à la base, on a 
gs S ) 


RES uk. 
et, par suite, 
ke? : 
um? FL 2nhk — (up +2)r — 0, 
LA #? 
Ml + — nh— — (pu +2)r=0o, 


(23 (22 


; L] 
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A? 2 À? 

PS DER (u + 27 — — nh, 

L ea 
o }? /e2 

(Hi) RE — — nh + —(u + 2)r?. 
Fe F 


Cherchons la condition pour que le second membre soit 
un carré parfait. C’est 


LH 
Re ME D] 
p p 
ou 
RE ue (u + D} 
(92. FE p+au — A — 0. 


Si cette condition est satisfaite, 1l vient 


Lin\e 
(m+ 1) — Cr — 7) ° 





\ He 
u h 
sh nue i 
A? Ve? +1 


La droite Y=Mr+n satisfaisant à Ja condition 
i 1 ue L 
- + - + - — o est alors tangente à un cercle de rayon 
P q Fr 


PT oni le centre a pour cooraonnees x — 0, Y EE FE . 


Ce cercle est le cercle inscrit au triangle, si on prend 
pour y la racine positive p, de l'équation (3). Si on prend 
au contraire la racine négative p,, on a le cercle tangent 
aux trois côtés du triangle, maïs au-dessous de la base. 
Des calculs très-simples font voir tout cela. Voici un ta- 
bleau de quelques valeurs correspondantes de # et de , 
comprenant des valeurs entières de cette dernière quan- 
tité : 





On voit, par exemple, que dans la question proposée 
on aurait, en menant une tangente au cercle exinscrit 
dont il vient d’être question, la solution répondant à la 


condition 
Ï 


I 
Hiobhiz 


OS 


À 


Question 764; 


Par M. ROQUE, 


Grenadier au 49° de ligne. 


Les axes des paraboles qui ont pour foyer un point 
donné M, et qui passent par deux points donnés F, F", 
sont parallèles aux asymptotes de l’hyperbole qui a pour 
foyers les deux derniers points donnes F et F', et qui 
passe par le premier M. 


Si des points F, F’ comme centres, avec FM, FM pour 
rayons, Je décris des cercles, et si je mène les deux tan- 
gentes communes à ces cercles, j'aurai les directrices de 
deux paraboles satisfaisant aux conditions de l’énoncé ; 
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leurs axes seront parallèles aux rayons menés aux points 
de contact. 
Soient O et OA Île centre et l’une des asymptotes de 
l’hyperbole dont F, F” sont les foyers et qui passe par le 
point M; on aura 


a FM — FM 
O$SAOE = à "© 2. 
SRE c FF’ 


D'autre part, soient FK le rayon mené du centre F au 
point de contact K de la tangente commune aux deux 
cercles, et O’ le centre de similitude de ces deux courbes, 


on aura 
FK FM — FM 
cos KFO’ — ee 
donc FK est parallèle à OA. Ainsi, les axes des deux 


paraboles sont parallèles aux asymplotes de l'hyperbole. 
CO CED: 


Note. — Autres solutions de MM. Laisant; A. Gille, élève de l'École 
Sainte-Geneviève ; Camille Massing, élève de l'École Centrale; C. B., de 
Gand ; J. Graindorge, élève ingénieur des Mines à Liége; Biny, élève au 
lycée de Toulouse; A. Robin et F. Gaston, du lycée de Grenoble; J. Ra- 
kouski; Camille Laduron, élève à l’École des Mines de Liége; et P. H. 


Question 766; 
Par M. LAISANT, 


Lieutenant du Génie, Licencié ès sciences. 


Les deux ellipses de Cassini, données par les équations 
(x2+ 72} — 2 a? (x?— y?) + ai — ü, 
(a+ ph— ou ?{(x— y?) + at — b's, 
se coupent orthogonalement, pourvu que l’on ait 


(a — a?) = bi + b'i, 
(STREBOR. ) 
Soient x, y les coordonnées d’un point M commun 
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aux deux courbes, on aura, en ajoutant leurs équations, 
(1) 2(2+y'}—2(a+a")(x— y?) + a+ a— (bi + b') — 0. 


Le coeflicient angulaire de la tangente à la première 
ellipse au point M est 
4 
fx (x, 7) 
Lens nn à TE: 4h 
y (&s Ÿ) 
ou, réduction faite, 
x L+ y? — à? 


LL — —e 


FH + a 
De même, pour la seconde courbe, 


; oo. DER 702 
mu EE A 7 a 


y + y + a 


En multipliant, on a 





ONE en Ce 2 tel ue (a+ a'?)(x+ y?) + aa? 
Le y (a+ p} + (a+ a?) (x + y?) + a! a'° 
Remplaçant (x°+ 7°)? par sa valeur tirée de l'équa- 
tion (1), il vient 





7: — 4(at+a")yt— (a — a?) + bi + b'« 
Li) Make 4 (a+ at)? — (a? — a?) + b1 + b'' 


Cette expression se réduit à — 1 dans l'hypothèse 
(a— a} — bi + DM, 


de sorte qu'au point (x considéré, les deux courbes 
q P “ 2 LL 9 
se couperont orthogonalement. 
Cette démonstration suppose, il est vrai, l’existence du 
ppose, - 
point commun M; mais, en examinant les formes respec- 
uives des deux courbes, on arrive facilement à voir qu’elles 
se coupent effectivement lorsque (a? — a?) = b'+ p'\, 
Car, de 
(a! CEPPAEE a}? — bi er oi 
20) 


( 468 ) 
on tire, en supposant & > à’, 
bp? br aa" << bb, Lisit 2506 
ou bien 
PS aan Le br be Ki pb 
Dans le premier cas, on a 
a— Pr La— bb La! + D La+ b?, 


Alors, suivant que &a°— D? sera © ou 0, les deux 
courbes seront chacune formées de deux ovales séparés, 
ou continues toutes deux. Daus la première hypothèse 
elles se coupent, car les termes des inégalités ci-dessus 
sont les carrés des abscisses des poinis de rencontre avec 
l’axe des x. 

Dans la seconde hypothèse, les deux courbes se cou- 
pent encore, car 

b— at LD — a!, 


et ces termes sont les carrés des ordonnées des points de 
rencontre avec l'axe des y. 
Lorsqu'on a 
PT 


il vient 


b+a? La + bb, et a — b La + b"?. 


En outre, 
&— ba? — b"?, 
puisque 
ar> a" fetiu bis io 
Donc, 
a"? b'IZ a? — ba! + b'? La + b?, 


comme précédemment, et on arrive aux mêmes conclu- 
sions. 
4 


Note. — MM. 3, Graindorge, élève ingénieur des Mines à Liége; C. B., 


# » 
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de Gand; C. Massing, élève de l’École Centrale; Camille Laduron, élève 
de l’École des Mines de Liége; E. Canel, élève du lycée de Douai; P. Ca- 
pin, du lycée de Montpellier; et E. Muzeau ont démontré qu’en un point 
commun aux deux courbes , leurs tangentes sont rectangulaires. 
L'existence des points communs réels résulte de la résolution des deux 
équations proposées, en ayant égard à l'hypothèse 
Cara ay — ht + b's, 
En coordonnées polaires, ces équations deviennent 
p° —2a p?cos20 + a* — b* —0, 
p—2a"p"cos20 +a"—b'#= 0; 


leur addition donne 


p*—(a?+ a") p? cos 2 w + a a? — 0, 





d’où 
(1) p° + aa"? 
À } cos 240) NE CS MSN TEE bg 
(a? + a") p° 
Par suite, 
12 4 DAT 
2a"?(p*+ aa £ 
EE BR EU CT Er ) at b'—o; 

a* + a'° 
; b' a + a"? b* Are 
(2) p°=a" + C 5 } LD Ce 5 ) 

HEC ROVER EU 


En admettant, ce qui est permis, qu’on ait a°> a"?, l'équation (2) dé- 
termine pour £° une valeur réelle et positive comprise entre a” et a*, et 
il en résulte une valeur de cos 20 réelle et moindre que l’unité. Car l’in- 
égalité 

+ a? a? 
revient à 
p—(a + a") p? + a°a* Os 
d’où 
(pf—a")(p— a?) < 0. 
Cette dernière condition est évidemment remplie, puisque la valeur de p° 
est comprise entre a/*? et «°. G. 


Question proposée ; 


SoLuriON DE M. L. AMALRIC, 


Élève de l'institution Sainte-Barbe (cours du lycée Louis-le-Grand). 


Un cercle se meut en restant tangent à une ellipse, 
de manière à avoir avec cette courbe un système de tan- 
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gentes communes parallèles; quel est le lieu de son 
centre ? 


Je prends pour axes de coordonnées les deux axes de 
l’'ellipse; l’origine est le centre O de cette courbe. J’ap- 
pelle X, Y les coordonnées du centre M d’un cercle ayant 
en commun avec l'ellipse deux tangentes parallèles; la 
direction de ces tangentes est celle du diamètre OM; et 
la distance du centre O à ces mêmes tangentes est le rayon 
du cercle. Je puis donc écrire immédiatement l’équa- 
tion de ce cercle 

a Y?+ b?X? 


SR NCRE — YŸ}\: — 
(x P+(r ) EX 22e 


2 a, 2b étant les longueurs des axes de l'ellipse. 
Comme je discuterai plus tard l'équation du lieu du 
centre en coordonnées polaires, j'écris 


LT pt SD C0, EST sino, 


el Je pose 
a? sin?w + b? cos’w — M?; 


de là l’équation du cercle sous cette autre forme 
(x) 2'+ po Xr = 2X 7 + p M —0: 


Tous les cercles qu’elle représente doivent être tan- 
cents à l’ellipse : 1e puis donc former l'équation en À re- 
S elNpse ; JE P I : q 
lative à l'équation (r) et à l'équation de l’ellipse 

ay? + b?x?— ab? — 0; 
et, en exprimant que cette équation en À a une racine 
double, j'aurai une équation f(X, Y) = o qui sera celle 
du lieu demandé. 

J'ai ainsi 


(Ab +i)+p (a +i)—2Xx—2Y y — hab + pt Mio, 


et 
(1 0?+1)(ha? + L) (p° — M — ja’b°) 
— (À0?+r)Y?— (Ra +1) X?— 0. 


J'ordonne par rapport à À, il vient 


(2) {af bi + a? b(a? + bp? + M?— p°)) 
(2 
| + [ab + a X?+ DY?+ (a+ b?)(M2—p?) jx + M?2—o. 


La relation f(X, Y)— 0, qui exprimerait que cette 
équation a deux racines égales, serait très-compliquée, 
puisqu'elle est ordinairement considérée comme le résul- 
tat de l’élimination de À entre deux équations du second 
degré, obtenues en dérivant l’équation précédente par 
rapport à À, et à une nouvelle variable introduite de ma- 
nière à rendre l’équation homogène. 

Dans ce cas, à cause de la forme particulière de léqua- 
tion (2), on peut, en transformant les coefficients, faire 
apparaître une de ses racines. 

Le coeflicient de À peut s’écrire 


(a? + b:) M + a b?+ a? X?+ bY?— {a+ L2\(X2+ x2} 
(a+ b?) M + ab? — bX°— a Y° 
—= (a? 4- b?— p?) M? + a? b?. 


Je pose 
a? + DE "es M?— N°: 


et alors l’équation (2) devient 

ab at bN2X + [ab + (N° — M) M2]) + M'— 0, 
ou 
(39 (ab? + M?)[a262XH(N?— M?) + 1] — 0. 


Cette équation peut avoir une racine double de deux 
manières : 
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1° Quand l’équation du second degré 
ab? + (N— M')1 +i—o 
a ses racines égales, ce qui donne 
(N?— M} — {ab — 0, 
(N°— M'+ 2ab)(N°— M'— 2ab)— 0, 


ou, parce que 
N°—M— a+ b?— p?, 


_ [(e+6)—PI](a — 6) —p]—o. 
De là 
pére Eub) et p—(a—b). 


Ainsi les deux circonférences C, C’, concentriques à 
l'ellipse, et ayant respectivement pour rayons la demi- 
somme et la demi-différence des axes de cette courbe, 
appartiennent au lieu des centres. 


JA 2 





29 La racine —- de l'équation (3) peut aussi être 


ab? 
racine de l’équation du second degré 
ab + (N—M)1+i1—o 
et alors l’équation en À aura bien encore une racine 
double. D'où la condition 


M'— M°{(N°— M°) + ab? —0o 
ou 
M2 [M2 — (N° — M°)] + «20° — 0, 
et l'équation correspondante est 
(a? sin’ + b’cos’w)[a?sin?e + b?costw— (a? +. b?) + p°| 
+ ab? — 0 
ou 
(a’sin’o + b? cos’) (p?— a? cos’w — b* sin’w) + a? b?— 0, 
c“ sin?6 . COS? w 


p° 


a? sin?o + b? cos_e 
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Cette dernière représente une courbe S facile à con- 
struire. 

A priori on voit bien que les quatre points où les deux 
circonférences C, C' rencontrent les axes de l’ellipse ap- 
partiennent au lieu cherché (*); de même, on voit que 
le centre de l’ellipse est un point multiple qui corres- 
pond aux cercles concentriques à l’ellipse et tangents à 
cette courbe en ses sommets. Il resterait à voir si la courbe 
trouvée $ fait bien réellement partie du lieu des centres, 
ou si elle est due à un fait purement algébrique (**). 





(*) Un point quelconque 
x—=(a+b)cose, y —=(a+b)sine 
de la circonférence C est le centre d’un cercle qui touche l’ellipse au point 


T—=acosw, ÿ —=bsine 


et dont le rayon est Va*sin°w+b°cosw ou M. Le mème cercle a, en 
commun avec l’ellipse, deux tangentes parallèles; son centre appartient 
donc au lieu cherché. 

De même, en prenant pour centre un point quelconque 


x—(a—b)cosw, 7 —=(a—b)sine 


de la circonférence C/, et pour rayon Va’ sin*w + b° cos’w, le cercle dé- 
crit touchera l’ellipse au point 


X—=aCcosw, Yÿ——bsinw; 


il aura de plus, avec l’ellipse, deux tangentes parallèles. Ainsi le centre 
de ce cercle est un point du lieu. 


(**) La courbe $, représentée par l’équation 


: c“ sin? w cos? « 
P a? sin? & + b? cos w 


est le lieu géométrique des projections du centre de l’ellipse sur les nor- 
males à l’ellipse; par conséquent, la courbe S fait partie du lieu cherché. 
G. 
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COMPOSITION MATHÉMATIQUE 
donnée en 4 864 aux candidats à l'École Polytechnique (2° sujet) ; 


SOLUTION DE M. CH. CAYLA, 


Répétiteur au collége Rollin. 





On donne sur un plan une circonférence (O), un 
point À et une droite (D). Du point À on mène une 
droite qui coupe (D) en un point B; sur AB comme dia- 
mètre on décrit une circonférence; cette circonférence 
et la circonférence O ont pour corde commune une droite 
qui rencontre AB en un point M. On demande le lieu 
décrit par le point M, lorsque la droite AB tourne autour 
du point À. 

1° Le point À et la circonférence O étant fixes, exa- 
miner quelles sont les différentes formes que présente 
le lieu (M) lorsque l’on considère des droites telles que 
(D), parallèles entre elles. 

2° Faire voir que les différentes courbes ainsi obtenues 
passent par quatre points fixes et ont leurs axes paral- 
lèles. 

Je prends pour axes de coordonnées la perpendiculaire 
et la parallèle menées par le point A à la droite donnée D. 

Soient a et b les coordonnées du centre O, l’équation 
de la circonférence donnée est 


(1) æ'+ y? — 2ax — 20y + p'— 0, 


en posant 
Pair Da 72, 


La sécante mobile AB a pour équation 


(2) ME IE 
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ET e M . 
ia equation du second cercle dont le centre est au mi- 


lieu de AB est 


(3) + y?— ax — may — 0, 


a étant l’abscisse de la droite (D). 
La corde commune, ou l’axe radical des deux circon- 
férences, a pour équation 


(4) (24 "er + (20 ma) p'— 0. 


Éliminant m entre les équations (2) et (4), on a l'équa- 
üon du lieu 


(a) (2a — à) x + 20xy — ay? — p'x —0 
Donc le lieu du point est une conique. 


Discussion. — La quantité dont le signe caractérise le 
genre de la conique est 


b+a(2a— ax) ou —[a—(a+ d)|[x + (d—a)] 
d représentant la distance OA. 


En considérant « comme une coordonnée courante, 
chacun des facteurs, égalé à zéro, représente une paral- 
lèle à l’axe des y, et qu'il est facile de construire. On a 
ainsi deux droites D’, D” parallèles à D. 

Si la droite D est située entre D’, D”, le lieu est une 
hyperbole; si elle est extérieure à ces deux parallèles, le 
lieu est une ellipse. Enfin, si elle coïncide avec l’une de 
ces parallèles, le lieu est une parabole. 

Quand le lieu est une ellipse, cette ellipse se réduit à 
un point, qui est l’origine, pour une valeur infiniment 
grande de *, et elle devient une circonférence lorsque 
b=0o et a — 0. Dans ce cas le point A est le centre du 
cercle donné. 

Si la droite D se confond avec l’axe des y, on aura 
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a = 0, et l'équation du lieu se réduira à 
24ax? + 2bxy — px = 0. 


Cette dernière équation représente le système des deux 
7 


droites x — 0, ax + by — _ 


Lorsque &« — a, la droite D passe par le centre du cercle 
donné, et le lieu représenté par l'équation (5) est une 
hyperbole équilatère. 

Le lieu est une parabole lorsqu'on a 


a — a +idou "x = a —'d: 
L’équation (5) peut s’écrire 
a(æ'+ y?) — x(2ax + 2by — p°) — 0; 


sous cette forme on reconnaît l’équation générale des co- 
niques passant par les quatre points d’intersection de la 
conique x? + y? — o avec les droites 
M0 UE by EE —0. 

Donc, les différentes coniques obtenues en faisant varier 
sont tangentes à l’origine à l’axe des y, et elles passent, 
en outre, par deux points imaginaires conjugués dont il 
serait facile d’avoir les coordonnées. 

L’équation qui fait connaître les coeflicients angulaires 
des axes est 

+2 u— 1-0: 
b 

On voit que quand la droite D se déplace parallèlement à 
elle-même, les directions des axes des coniques ne chan- 


gent pas. Les coeflicients angulaires des axes ont pour 
— a E d 


valeurs NT Cr mA L'équation qui fait connaître les coef- 


( 477) 


ficients angulaires des axes montre que ces coeflicients ne 
LA a Le 
dépendent que du rapport j Par conséquent les axes des 


coniques conservent toujours les mèmes directions quand 
le centre O du cercle donné se déplace sur la droite AO. 

Il est facile d’avoir le lieu des centres des coniques ob- 
tenues quand & varie. On reconnait que c'est une hyper- 
bole tangente au point À à l’axe des abscisses. 


NOTE 


sur le moyen de ramener une équation quelconque du quatrième degré 
à une équation réciproque du même degré ; 


Par M. Rocer ALEXANDRE, 


Le type général des équations du quatrième degré est 
Æ + pr + qi? + rx +s — 0. 


Si nous y remplaçons x par y + h, y étant une nouvelle 
inconnue et À une indéterminée, nous aurons une équa- 
tion de la même forme en y, 


S'HPÉ+gS+rr +s —o, 


dans laquelle p', g’, r', s' sont des fonctions de A. 
Divisons tous les termes par 5’, nous aurons 


de 


4 l y ly2 r! 
Rap Pa RENE Zoairieso) 
$ S$ S S 





Changeons encore d’inconnue, et faisons dans cette 
équation 


[R 


1 


= 
æ|— 
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elle deviendra 


| S 
e 
| 


! / 
LE NRAE ILEET VN 


12 ! 


3 + 


ENT 


= | 
a 


! 


3 
A 


Nous avons déjà obtenu légalité des coeflicients ex- 
trèmes; si maintenant nous pouvons déterminer À de 
manière à rendre égaux entre eux les coefficients de z et 
de z°, l'équation précédente sera réciproque. 


Posons donc 
4 


r 


Fer 
Æ 


[A 

il. 3 
4 

Pi s! 


d'où nous tirons, en multipliant les deux membres pai 


si puis les élevant au carré, 
s’ p'? =inses 
ou, en remplaçant les trois coefficients par leurs valeurs, 
| p'= AR + p, 


r'=ARB+3ph+2qh+r, 
| ski ph +qht+rhehss, 


(+ pl + qh+rh+s) (4h + p} = (4 +3ple+aqhæ+r}. 
Et nous obtiendrons enfin, en développant et ordonnant 
par rapport à h, 


Rp? + 8r — 4 pq) + k°(p?q + 2pr + 165 — 4q°) 
+ A(p?r + 8ps — 4qr) + ps —r'—0, 


équation du troisième degré qui nous donnera toujours 


au moins une valeur réelle pour }. 
La question proposée peut alors être considérée comme 


résolue. 
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QUESTIONS. 


778. Si l'équation F(x) —o a toutes ses racines réelles, 
il en est de même de celle-ci : 


aF (x) FoE" (x) FcF(r)+...—o, 
les constantes 4, b, c,... étant telles, que l'équation 
a+bz+ c++. .—0o 
n'ait pas de racines imaginaires. (Hermire. ) 
779. Supposant toujours que l'équation 
a+bz+c+...—=o 
ait toutes ses racines réelles, je fais 


I 


PÉRRE CCMENNNE PEU PRET RS TRE 
D'ERNUS EE CR ERTON 


cela admis, je dis que si l’équation F (x) = 0 a toutes ses 
racines imaginaires, il en est de même de 


AF (x) + BE'(x) + CF’(x) +...—o. 


(Hermire.) 
780. Soient m un nombre pair, et l'équation 


Ajax" ré Aa! Vie. Aa? — , d'air: An ZT + Age O, 


où À, À,, A:,..., À, sont des nombres positifs. 
Soient H le plus grand des rapports 
A, À; À; À ei 


2 (Ne tEn 


ess a  çaner 





? 


et À le plus petit des rapports 
A À; À A» 


x... es 


ROSEA A AT 


2.» , . . 
l'équation proposee aura toutes 5es racines comprises 
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entre H et A si l’on a H => 2, et toutes ses racines imagi- 
naires si l’on a H — 2 ou < . (LR 

7181. Les mêmes choses étant posées, si » est un nom- 
bre impair, l'équation n’aura aucune racine au-dessus 
de H, et ne pourra avoir qu’une seule racine au-dessous 
de À. 

Si H=— A ou <h, l'équation n'aura qu'une racine 
réelle. CES 

782. Si une figure qui reste toujours semblable à une 
figure donnée se meut de manière que trois points décri- 
vent des lignes droites, tout autre point de la figure dé- 
crira aussi une ligne droite. 

783. Lorsqu'une figure, qui reste toujours semblable 
à une figure donnée, se meut de manière que trois de ses 
lignes passent par des points fixes, toute autre ligne de la 
figure passera aussi par un point fixe. 

784. Si l’on ôte à un quadrilatère complet successive- 
ment chacun de ses côtés, les cercles circonserits aux 
quatre triangles qu'on obtient ainsi passeront par un 
même point, et les triangles qui ont pour sommet ce 
point, et pour bases les deux côtés opposés du quadrila- 
ière, seront semblables. 

185. Mener à deux cercles donnés deux tangentes qui 
fassent un angle donné, et de façon que la ligne qui joint 
les points de contact passe par un point donné. 

786. Placer sur trois circonférences données un trian- 
gle donné semblable à celui qu’on obtient en joignant 
deux à deux les trois centres. 

Les cinq questions précédentes nous ont été communi- 
quées par M. Julius Perersen, de Copenhague. 

787. Déterminer le lieu géométrique du centre d’une 
sphère qui coupe sous des angles donnés, «, 6, y, trois 
sphères données À, B, C. 
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NOUVELLE MÉTHODE POUR DÉTERMINER 
LES CARACTÉRISTIQUES DES SYSTÈMES DE CONIQUES 


(voir page 433); 


Par M. H.-G. ZEUTHEN (nE CoPENHACUE). 


XI. — Déternunation des caractéristiques d'un système 
de coniques qui ont deux contacts du second ordre 
avec une méme courbe. 


99. Nous désignons ce système par [2 (C,..,)° |. 

Les théorèmes du n° 52 sont encore vrais ici où la 
courbe GC, ,, coïncide avec la courbe C,.,; mais au sys- 
ième [2(C,,,)° | appartiennent encore d’autres coniques 
singulières que celles qui sont nommées dans ce numéro. 

Aux coniques infiniment aplaties nous devrons ajouter : 

1° Celles qui sont renfermées dans une tangente d’in- 
flexion et dont les deux sommets coïncident au point d’in- 
flexion ; 

2° Celles qui sont renfermées dans une tangente de 
rebroussement et dont les deux sommets coïncident au 
point de rebroussement. 

Comme les sommets de ces coniques infiniment apla- 
ties coïncident, elles sont en même temps des coniques à 
points doubles. Sous ce point de vue, la seconde classe 
correspond, selon le principe de dualité, à la première 
considérée comme partie de À, et réciproquement. Dési- 
gnons par x le coefficient de la première classe dans l’ex- 
pression de À et de la seconde classe dans celle de 5, et 
par y le coefficient de la seconde classe dans À et de Îa 


Ann. de Mathémat., 2 série, ft. V, (Novembre 1866.) 31 
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première dans 5; nous aurons 
d'{d'— 1) 


1=9.t+3.d'{n—3)+1 + xt + y.d!, 


a (E — 
&m —9.d + 3.1 (m—3)+ que Lui + x.d'+y.t; 


d’où 


u = Gt + 3d+ SU[6m+#—(19—2y —4x) 


bu za [62 + d'—(19— 27 — x), 


»=86+6d+ +1 {6m Fra — (19— 27 — x) 


18 = d'[6n Le d'to he 


54. Pour déterminer les coeflicients x et y, on appli- 
que le lemme 51 au système [(M}°, M, Z/] de coniques 
qui ont avec la courbe M ‘(de l'ordre m et douée d’un 
point multiple de l’ordre m— 1) un contact du second et 
un contact du premier ordre, et qui touchent une droite 
 (*). Si l’on veut trouver par le lemme le nombre des 
coniques du système dont un point d’intersection avec M 
coïncide avec le point de contact du premier ordré, on 
doit attribuer à r, g, & et 6 les valeurs suivantes : 


LR q —2m — 5, 


œ — N(M?, M0,1), B—N[(M} — p — M, {|, 
ou | formule (II) du n° 48 |, 


B—N[(M}, M, p, {]— 2N[(M), M0,/}— 3N[(M)0, M, ci. 





(*) En remplaçant lesystème[ (M), M, L] par le système [(M})°, M, p|, 
on ne trouverait que l'équation 2x +7 — 5, qui admet deux solutions 
entières et positives. 
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Par conséquent 


ga +B—(2m—3)N[(M}), M0, 2} + N[(M), M, p, 4] 
— 3N (M°06, M, /). 


Or, d’après les formules (16), (13) et (18), 
MC nr CGnet,tl= 307 2) HE 


N (Can) Cmyns Ps 1] = 2(3r+ d')(m+nr—12) + 24(m+n), 
N {(Cun) 6, Cmn s 4] = M + 27 — 6. 


En remplaçant ici la courbe C,,, par la courbe M on doit 
(n° 30) substituer 7 — 2 (m—1), d'— 0. Donc 


qua + B — 48m? — 213m + 234 —(m — 2) (48m — 7117). 


Le nombre ga + 6 comprend : 

1° 2N[2(M}°,/], c'est-à-dire le double du nombre 
des coniques qui ont deux contacts du second ordre avec M 
et qui touchent /; car chacun des deux contacts du second 
ordre avec M peui résulter de la coïncidence d’un point 
d'intersection avec un point de contact du premier ordre; 

2° z.2t, où Z est un coefhicient inconnu et £ le nombre 
des tangentes doubles de M, car une conique infiniment 
aplatie, renfermée dans une tangente double de M et li- 
imitée à l’un des points de contact et à la droite /, appar- 
tient au système [(M)°, M, 7]: son point de contact du 
premier ordre coïncide avec deux points (*) d’intersec- 
tion, et le nombre de ces coniques singulières est 2t; 

3° u.t’, où u est un coefficient inconnu, et # le nombre 
des tangentes d’inflexion de M, car une conique infini- 
ment aplatie renfermée dans une tangente d’inflexion 
de M, limitée au point d’inflexion et à la droite /, ap- 
partient au système [(M)°, M, 7}, et dans le point d’in- 


(*) On se tromperait si l’on en concluait que z est divisible par 2. 


a 
21. 
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flexion coïncident les points de contact du premier et 
du second ordre et un point d'intersection avec M. 
: Par conséquent | 


qa+B—2N{2{(M},7/]+ 22 + ur. 
Or, selon le n° 30, 
t—2(m—2)(m—3), #—3(m—2) 


et N[2(M)°, 7] se trouve par la substitution, dans l’ex- 
pression trouvée pour # au n° 93, de ces valeurs de t et 
de ?’, et des valeurs suivantes : 


n—2{(m—1), de RE Eee HS 0 





On trouve alors 
qa—+B —(m— 2) } (864 x) m — [92+12z—2(27+x) —3u]|. 


Les deux expressions de ga + G devant être identiques, 
on aura 


48 — 36 + 4z, 


117—02 +122—2(2y +x) — 3u. 
99. On tire de ces équations 
zA0;, 
11 —o(2y+x) + 3u. 
x, y et u devant être entiers et positifs (*), cette équa- 


tion donne seulement 
DETENTE MNTREET 


(*) Si l’un des nombres x ou y était nul, l’autre le serait également; 
car alors les coniques singulières dont le nombre est multiplié par x dans 
l’expression de À, et par y dans celle de & (ou réciproquement), n’appar- 
tiendraient pas au système. Or, l'équation trouvée prouve que ces coefli- 
cients ne peuvent être nuls tous les deux. 
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En substituant les valeurs de x et y dans les expres- 
sions calculées au n° 53, on trouve 


(32 + d'F — 3(3n + d')— gt — Sd, 


À A, 
æ , 
j J 
Dim NI 


(3n + d'ÿ — 3(3n + d')— 8t — 9d’, 
(20 b) [2 (Gun) = (pv) 


On trouve, pour une courbe générale de l’ordre m, 


(m—2)(m— 7), 


le 


be 


VE 


| Le: 


(20 €) | 
m(m—2)(3m°— 19). 


POUTÉIA-E3;, on aura LEE ET 0: 
Bone, Ib POonaUrau an lv SCIE) 


96. Si, dans certains cas particuliers, les formules (20) 
ne sont pas immédiatement applicables (voir le n° 22), 
on pourra mettre à profit la connaissance acquise des 
valeurs des coeflicients x et y. On a les théorèmes sui- 
vanis : 


Pour un système de coniques qui ont deux contacts du 
second ordre avec une courbe donnée, on doit compter: 

Deux fois dans le nombre À et une fois dans w, toute 
conique infiniment aplatie renfermée dans une tangente 
d’inflexion de la courbe et limitée par deux points qui 
coïncident au point d'inflexion ; 


(*) Les formules ( 20 a ) donnent la relation suivante : 
B— = ET vi 3(m — n). 


(**) Une conique ayant deux contacts du second ordre avec une courbe 
du troisième ordre, la corde de contact passe par un des neufs points 
d’inflexion. Par conséquent, le système [(C,,,)°] se divise en neuf systèmes 
partiels dont les caractéristiques sont s = 3 et » = 4. 
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Une fois dans le nombre X et deux fois dans le nom- 
bre w, toute conique ayant un point double en un point 
de rebroussement de la courbe, et composée de deux 


droites qui coïncident avec la tangente de rebrous- 
sement. 


XIE. — Détermination des caractéristiques des systèmes 
de coniques qui ont un contact du troisième ordre et 


un contact du premier ordre avec des courbes don- 
nées. 


97. Le système [(C,, ,)°, GC, ] contient toute conique 
infiniment aplatie : 


1° Renfermée dans une tangente à C,,,, en l’un de ses 
; . LE . . . r 2 . 
points d'intersection avec GC, et limitée par des points 
qui coïncident avec ce point ; 


2° Renfermée dans une tangente commune aux deux 
courbes et limitée par deux points qui coïncident au 
point de contact avec C,., ; 


3° Renfermée dans une tangente d'inflexion de C,,, 
et limitée au point d’inflexion, et à C,., ; 


4° Renfermée dans une tangente de rebroussement de 
Ch, et limitée au point de rebroussement et à C,,,,. 


On aura donc 
À x.mm + YRR + z.l'm + us d'M,, 
et, par le principe de dualité, 
ms TN + Y MM + z.d'n, +u,lni. 
Par conséquent 


ump, w—=v"m + va, 
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où 
— 3 [Ge + 2y) 2 + 2d°+ ur], 

re 5 [(2x + y) m + at + aud'], 

PA A ce 25 

A A oetenall 
Or; 

LE N [ (Cm, r)°) P3 1] eu v, 

d’où 


(2x +y)(m—n)—=2(2—- u)(d'— 1), 


el comme 
3(m—n)—d'—+ 


(d’après la formule IV de la première note du n° 11), 
2æ +y—=06(z— u). 


98. Pour trouver d’autres moyens propres à déter- 
miner les coefficients, appliquons le lemme du n° 51 au 


système | (M}°, p1, p:]. Dans ce cas 
D 2, 9 ON 00 
a N[(M}0,.p,, pi], 
B—NI(M}— p, pu pi]: 

ou | d’après l'équation (11) du n° 45 | 

B= NI(M}, p, ps pa] — SNT(M) 0, pe pi]. 
Par conséquent 
ga +B—(2m—6)N[(M}0,p,, pr] + N[(M),p, pas pal. 
Or, selon les formules (19) et (11), 


N [ (Cr, x)? 0, Pi P:) == à Y 
N [ (Cm, x)”; P; Pis Pi) 2x De +. cé 
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où il faut substituer pour la courbe M (n° 30) 
ñn = 27R 1) 0 db; 


On trouve alors 
qu —+- 6 = 5m — 12. 


Comme aucune conique du système dont un point de 
contact coïncide avec un point d'intersection n’est infi- 
niment aplatie, on aura aussi (n° 51) 


TRE PEN [(M}, pis Pal 


dont on aura une expression en substituant dans la va- 
leur de trouvée au n° 57, 


2) — 2(m—1), d'=0, Tr (m—2); 


ce qui donne 


qua+B—-<[(2x+4y+3u)m—(2x +47 +Gu)]. 


I 
: 
Les deux expressions de ga + 5 devant être identiques, 
on trouve 

( 2x +4 y +3u— 24, 

À 2œ + 47 + Gu — 36. 


99. Les équations (I) du n° 57 et (II) du n° 58 sufli- 
sent à déterminer les trois coeflicients, car on sait qu’ils 
doivent être entiers et positifs (*). On trouve 


(IL) 


X — 2, = 2; Fe HT UE 


En introduisant ces valeurs dans les expressions trouvées 
au n° 57, on aura, pour résoudre le problème actuel, les 


(*) Quant aux signes des coefficients, il suffit de supposer que x} u et z 
ne sont pas négatifs et que y est positif. Or, y étant nul, x le serait aussi 
d’après la signification de ces coefficients (n° 57 et première note du 
n9 99), ce que nos équations ne permettent pas. 
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formules suivantes 
u—OGn— 4m +3d'—5m—3n+3r, 
pl= v=92(5n— {4m + 3d')—2(5m—An+3t), 
—6m—An+3" —5n—3m + 3d". 


(‘21 4) 
(*) 
| [OC EE Cr | =(e" mi Sa p' Pis v”m: —- v'ni), 


A [( (Crée) rare w}, 
[( (Cu, 1} TEST (u”, see 


On trouve, pour une courbe générale de l’ordre m : 


u'—2m(3m—$5), 
vare | pv — 2m (bm — 9), 


y" m(5m—58). 


Pour m = 2 on trouve =p" = = 1"—4 soie 
Pour m — 3 on trouve w/— 24, = v'= 36, ”= 21. 


60. Des valeurs de x, 7, z, u on déduit les théorèmes 
suivants : 


Pour un système de coniques qui ont un contact du 
troisième ordre et un contact du premier ordre respec- 
tivement avec deux courbes données Cn, et Cu,n,> On 
doit compter : 

Deux fois dans le nombre À et deux fois dans le 
nombre w, toute conique ayant un point double à un 
point d'intersection des deux courbes et composée de 
deux droites qui coïncident dans la tangente à GC, au 
méme point ; 

Deux fois dans À et deux fois dans w, toute conique 








(*) On voit que 
2pl—Y= 22, 


2 y"! en we 21n, 


(**) Voir Cnasues, Traité des Sections coniques, n9 514. 
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infiniment aplatie, renfermée dans une tangente com- 
mune aux deux courbes, et limitée par re points qui 
coïncident au point de contact avec C., ; 

Il faut encore compter dans le nombre À : 

Cinq fois, toute conique infiniment aplatie, renfer- 
mée dans une tangente d’inflexion de C.,,, et limitée 
au point d'inflexion et à la courbe C.... ; 

Quatre fois, toute conique infiniment aplatie ren 1fermée 
dans une tangente de rebroussement de C,.,, et limitée 
au point de rebroussement et à C..,, : 

Et dans le nombre & :. 

Cinq fois, toute conique ayant un point double en un 
point de rebroussement de C, et composée de la tan- 
gente de rebroussement et d’une tangente à GC,» ; 

Quatre fois, toute conique ayant un point double en 
un point d’'inflexion de C., et composée de la tangente 
d'inflexion et d’une tangente à C.s. 


61. Les théorèmes du n° 60 sont encore vrais lorsque 
la courbe C.,, coïncide avec la courbe C,... Ils sont 
donc utiles à la détermination des caractéristiques du 
système [(C,,,)°, C., | dont les coniques ont avec CG, 
deux contacts respectivement du troisième et du premier 
ordre. Le système ne contient pas d’autres coniques sin- 
gulières que celles qui sont mentionnées dans ces théo- 
rèmes (*). On trouve donc 


= 


KO RENE + 5.4! (m— 3)+4.d'(m— 3), 
m—2.2t+2.2d+6.d'(n —3)+4.t (nr —3), 





*) On pourrait croire que les deux espèces de coniques singulières 
qui sont nommées dans le n° 56, appartiennent également à ce système-ci ; 
mais en les discutant avec soin, on trouve qu’elles ne sont d’aucune 
façon des limites de coniques qui satisfont à ses conditions. Du reste, on 
pourrait les introduire dans les nombres 1 et &, avec des coeflicients qui . 
seraient entiers et positifs ou nuls. On trouverait par les méthodes ordi- 
naires qu'ils ont la valeur zéro. 
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d'où 
[u—2(— 4m + 3 mn + 3 n° + 28m — 52h) 
+ 3(2m+nR—13)d", 
— — 3m — GSmn +ion + 53m — Gr 


+ 3(m + 2n —13)d", 


(22 b) [TO Cnn| = (pv); 


(224) , 


et, pour une courbe générale de l’ordre m, 


cs (HER (AE 2) tan 10), 


| v— m(m—2)(10m?— 3m—57). 


62. Si les deux courbes C,,, et CG, se touchent, on 
fera usage de la formule suivante : 


(1) N[(Cm.n) > Cyr ZI ANT) 8, Z)-E NC) — Cniuny Zb 


où (C1) 0 signifie la condition d’un contact du troi- 
. . 'Ê 3 
sième ordre en un point donné, et (C,,,)* — C,,, celles 
de deux contacts séparés respectivement du troisième et 
du premier ordre avec deux courbes GC, et C,,,, qui se 
touchent elles-mêmes. 
On aura en particulier 


(EE) NC), ps Z] = AN[(Cnn) 0, Z] + N{(Cmn) — P3Z |, 


où (C1) — p signifie les conditions d’un contact du troi- 
sième ordre avec C,., et d’une intersection avec la même 
courbe en un point donné, et 


(I) N{(Con)5 4 2] = 4N[(Cun)0, 2] + NU Cn) — 2, 2]. 


D’après la formule (I) le système] (C,,,)*,C,, | se divise, 
dans le cas où GC, et C, ,, se touchent à un point 0 
en [(C»,») 0] et [(Cu,n)°— Gun, |, et chacune des carac- 
téristiques du grand système comprend quatre fois la 
caractéristique homologue du premier système partiel et 
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une fois celle du second système partiel. Or, on trouve 


sans difficulté 
[Can 8) =(ns1). 


Les caractéristiques du système |(C,,,,)— C,,;,, | sont fa- 
ciles à trouver. 
(La fin prochainement.) 


NOTE SUR LES MOUVEMENTS RELATIFS ; 
Par M. E.-C. PAGE, 


Professeur à l’École d’Artillerie de Vincennes. 


La question que l’on désigne en Mécanique sous le 
titre de mouvements relatifs se réduit au problème sui- 
vant: 


Étant donnés la vitesse et l'accélération d’un point 
par rapport à un système mobile, et le mouvement de ce 
système ‘par rapport à un système fixe, trouver la vi- 
tesse et l’accélération du point relativement au système 


Jixe: 


Ou, en renversant le problème : 


Étant données la vitesse et l'accélération d’un point 
relativement à un système fixe, trouver la vitesse et l’ac- 
célération de ce point relativement à un système mobile 
dont on connaît le mouvement par rapport au système 


Jixe. 


Appelons vitesse et accélération absolues la vitesse et 
l'accélération du point par rapport au système fixe; 

Vitesse et accélération relatives, la vitesse et l’accé- 
lération par rapport au système mobile. | 
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Enfin, vitesse d'entrainement et accélération d’'entrai- 
nement, la vitesse et l'accélération dont le point se trou- 
verail animé à un instant donné, si à cet instant il de- 
venait fixe par rapport au système mobile. 

Dans le cas d’un simple mouvement de translation, 
l’accélération absolue est la résultante de l’accélération 
relative et de l’accélération d’entraînement. 

Dans le cas d’un mouvement de rotation, l’accéléra- 
tion absolue n’est pas la résultante de l’accélération rela- 
tive et de l’accélération d’entraînement; mais il faut 
joindre à ces deux composantes une troisième composante 
qu'on nomme accélération centripète composée. 

Il est important de rechercher l’origine de cette troi- 
sième composante et de faire voir comment elle est la 
conséquence de ce principe fondamental de Mécanique : 
Les accélérations se composent entre elles exactemeni 
de la méme manière que les vitesses. 

Cette question a été traitée d’une manière explicite 
par Coriolis dans un Mémoire inséré au Journal de 
l’École Polytechnique (XXIV°* cahier). Il a tiré des for- 
mules générales de la Mécanique analytique un théorème 
remarquable sur la force centrifuge composée. 

Depuis le Mémoire de Coriolis, son théorème a été 
démontré géométriquement de plusieurs manières ; mais 
ces démonstrations paraissent encore assez difliciles pour 
qu’on évite de les exposer dans l’enseignement tout à fait 
élémentaire; on les renvoie à une partie plus avancée 
de la Mécanique. Cette marche a l'inconvénient grave 
de jeter une certaine obscurité sur le principe de la com- 
position des accélérations. Les élèves peuvent être in- 
duits à penser que ce principe n'est pas absolument vrai, 
et qu'il ne s'applique au mouvement de rotation qu'avec 
certaines réserves. 


Dans la Note qui suit, on a essayé de présenter la com- 
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position des accélérations d’une manière assez élémen- 
taire pour qu'on puisse l’exposer complétement au com- 
mencement même de la Mécanique et que, par suite, on 
puisse aborder immédiatement la question du mouve- 
ment apparent des corps à la surface de la terre, en te- 
nant compte de la rotation. 


Accélération dans le mouvement rectiligne. 


Quand un point se meut en ligne droite et que sa vi- 
tesse varie en fonction du temps, la rapidité plus ou 
moins grande avec laquelle cette vitesse augmente ou 
diminue se nomme accélération. On peut donc dire que, 
dans le mouvement rectiligne, l'accélération n’est autre 
chose que la vitesse de la vitesse. 

La vitesse V d'un point À peut être représentée en 
grandeur et en direction au moyen d’une droite AV. La 


FIGHT 
A V V' 





vitesse V étant variable, la longueur de la droite AV 
varie, et la vitesse V', avec laquelle l’extrémité de la 
droite AV s'éloigne ou se rapproche du point À, est jus- 
tement l'accélération. Cette vitesse V’ peut être repré- 
sentée elle-mème au moyen d’une droite VV’. Le sens 
dans lequel la droite VV’ est portée indique si l’accéléra- 
tion est positive ou négative, c'est-à-dire si la vitesse est 
croissante ou décroissante. 


Composition des accélérations quand la vitesse est 
décomposée suivant des directions fixes. 


Lorsqu'un point À est animé de deux vitesses w et à, 
suivant des directions fixes Au et Az, la vitesse résul- 
iante V est représentée en grandeur et en direction par 
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la diagonale AV du parallélogramme construit sur les 
deux vitesses composantes À et Az. 

Si les deux composantes reçoivent des accroissements 
uu' et ii’, la nouvelle résultante V’ est représentée par la 
diagonale AV’ du parallélogramme construit sur Au+uu’ 
et Aï+ it", 

Le déplacement VV'de l'extrémité de la diagonale est 


représenté par la diagonale du parallélogramme construit 
sur les accroissements uu’ et z1”. 

Si, au lieu de recevoir des accroissements brusques, 
les vitesses composantes uw et £ varient d’une manière 
continue sans changer de direction, les droites uu’, ri’ 
représentent les accélérations composantes, c’est-à-dire 
les vitesses avec lesquelles les extrémités des côtés Au 
et At s’éloignent ou se rapprochent du point A. 

La diagonale VV’ représente l'accélération résultante. 
C’est la vitesse avec laquelle se meut par rapport au 
point À l'extrémité de la droite AV qui représente en 
grandeur et en direction la vitesse du point A. 

Pour faire bien comprendre cette manière de repré- 
senter l’accélération, imaginons par le point mobile un 
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système géométrique mobile avec ce point, mais n'ayant 
qu'un simple mouvement de translation; par exemple, 
trois axes rectangulaires passant toujours par le point À, 
et restant constamment parallèles à eux-mêmes. 

Tant que la droite AV, qui représente en grandeur et 
en direction la vitesse du point A, reste fixe et invariable 
par rapport au système mobile, le mouvement du point 
est rectiligne et uniforme; maïs aussitôt que le mouve- 
ment du point cesse d’être uniforme et rectiligne, la 
droite AV varie en grandeur et en direction, et la vitesse 
avec laquelle l'extrémité de cette droïte se meut par rap- 
port au système mobile représente en grandeur et en 
direction l’accélération du point. 

On en conclut immédiatement ce principe fonda- 
mental : 

Les accélérations se composent et se décomposent 
entre elles exactement de la méme manière que les vi- 
tesses. 

Si les accélérations composantes 4’ et ?’ sont entre elles 
dans le mème rapport que les vitesses uw et z, l'accélération 
résultante VV’ est dirigée dans le même sens que la vi- 
tesse V, et cette dernière ne fait que changer de grandeur 
sans changer de direction. Mais si les accélérations com- 
posantes ne sont pas proportionnelles aux vitesses com- 
posantes, l'accélération résultante n’est pas dirigée dans 
le sens de la vitesse résultante, et cette dernière varie à 
la fois en grandeur et en direction; dans ce cas, le 
point À décrit une ligne courbe. 

La composition des accélérations 4’ ex est tout à fait 
indépendante de la valeur des vitesses u et £. Elle reste 
encore la même lorsque l’une de ces vitesses est nulle. 

Ainsi, quand le point mobile décrit une ligne courbe, 
la composante de la viiesse suivant la normale est nulle ; 
mais l'accélération suivant cette normale, ou plus exac- 
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tement, l’accélération suivant la direction fixe avec la- 
quelle la normale vient coïncider à l'instant que l’on con- 
sidère, n’est pas nulle, et, pour avoir l'accélération to- 
tale, il faut composer l’accélération suivant la direction 
normale avec l’accélération tangentielle. 


Composition des accélérations quand la vitesse est 
décomposée suivant des directions variables. 


Dans ce qui précède, nous avons supposé la vitesse 
décomposée suivant des droites ayant des directions fixes ; 
mais on peut concevoir la vitesse décomposée suivant des 
droites dont les directions varient d’une manière con- 
tinue. 

En effet, supposons la vitesse décomposée suivant 
quatre directions fixes Am, An, Ap, Ag; soient m, n, 
p, q les quatre composantes. 

Pour obtenir la résultante V, nous pouvons commen- 
cer par prendre la résultante z des deux vitesses m et n, 
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puis la résultante des deux vitesses p et q. La vitesse V 
est alors décomposée suivant les deux composantes u et 1. 
Or, si les vitesses m et x re restent pas constamment 
dans le même rapport entre elles, leur résultante z varie 
en grandeur et en direction. De même, la résultante « 
des vitesses p et g peut varier en grandeur et en direc- 


Ann. de Mathémat., 9° série, t. V. (Novembre 1866.) 32 


LÀ 
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tion; nous pouvons donc concevoir la vitesse V décom- 
posée suivant des droites Az et Au dont les directions 
varient d’une manière continue. 

Dans ve cas, on commettrait une erreur grave en re- 
présentant l'accélération du point A par la résultante des 
vitesses avec lesquelles les extrémités des composantes 7 
et u s’éloignent ou se rapprochent du point A. Il faut 
prendre la résultante des vitesses avec lesquelles se meu- 
vent les extrémités des composantes; or, ces vitesses ne 
sont généralement pas dirigées suivant les composantes 
elles-mêmes. 

En effet, les composantes m, n, p, q ayant des direc- 
tions fixes, l’accélération du point À est la résultante des 
vitesses avec lesquelles les extrémités de ces composantes 
s’éloignent ou se rapprochent du point À. 

Si nous commencons par prendre la résultante des 
deux accélérations composantes dirigées suivant Am et 
An, cette résultante sera la vitesse avec laquelle se meut 
l'extrémité de la diagonale Az, et cette vitesse ne sera gé- 
néralement pas dirigée suivant Az. De mème, la résultante 
des deux accélérations dirigées suivant Ap et Ag sera la 
vitesse avec laquelle se meut l'extrémité de la diago- 
nale Au. 


En prenant la résultante des vitesses avec lesquelles 
se meuvent Îles extrémités des diagonales Ai et Au, nous 
aurons l’accélération totale, c’est-à-dire la résultante de 
toutes les accélérations dirigées suivant les droites fixes. 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 


Quand la vitesse d’un point est décomposée suivant 
des axes ayant des directions fixes ou variables, l’ac- 
célération de ce point est loujours représentée, en gran- 
deur et en direction, par la résultante des vitesses avec 
lesquelles se meuvent les extrémités des droites qui re- 
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présentent en grandeur et en direction les vitesses com- 
posantes. 


Accélération centripète. 
Une droite d’une longueur constante 
OA = r 
tourne dans un plan autour d’un point fixe O avec une 


Fic. 4. 


vitesse angulaire constante w. La vitesse du point À est 
représentée par une droite 


ATENTrO 


dirigée perpendiculairement au rayon OA dans le sens 
du mouvement. L’accélération du point À est représentée 
par la vitesse avec laquelle se meut l'extrémité de la 
droite A7, par rapport à un système géométrique passant 
par le point A, et animé d’un simple mouvement de trans- 
lation. 

Or, puisque la droite Ai est toujours perpendiculaire 
au rayon OÀ, et que ce dernier tourne avec la vitesse an- 
gulaire w, il est clair que la droite À : tourne autour du 
point À avec la mème vitesse angulaire © par rapport au 
système géométrique ; donc l'extrémité de Az est animée 
par rapport à ce système d'une vitesse parallèle à AO, 
dirigée du point A vers le point O, et égale à 


ALLO 27310", 
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L'accélération du point À est donc dirigée vers le centre 
et égale au produit du rayon par le carré de la vitesse 
angulaire. C’est l'accélération centripète. 


Accélération centripèle composée. 


Supposons que tandis que la droite OA tourne autour 
du point fixe O avec la vitesse angulaire constante w, le 
rayon OÀ — r ne reste pas invariable, mais que le point A 
glisse sur la droite mobile avec une vitesse constante u. 

La vitesse V est la résultante de deux vitesses, l’une, 
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Au = u, dirigée suivant le rayon; l’autre, Ai= r.w, di- 
rigée perpendiculairement au rayon dans le sens du 
mouvement. | 

L’accélération du point A est représentée en grandeur 
et en direction par la résultante des vitesses avec les- 
quelles se meuvent les extrémités des deux composantes 
Auet Ac. 

Cherchons d’abord la vitesse avec laquelle se meut 
l'extrémité de la composante A. 

En vertu de la rotation, l’extrémité de A7 est animée 
d’une vitesse parallèle à AO, égale à 


A TO ET ee 


Puisque r varie, Air. varie en même temps. La vi- 

tesse avec laquelle r varie étant égale à u, la vitesse avec 

laquelle l'extrémité de Az s'éloigne du point À est u.w. 
L’extrémité de la composante Az est donc animée de 


({ 5or ) 
deux vitesses : l’une rw? perpendiculaire à la compo- 
sante Az, l’autre uw perpendiculaire à la composante Au. 

Maintenant, cherchons la vitesse avec laquelle se meut 
l'extrémité de la composante A u. 

La vitesse u étant constante, la distance A x reste in- 
variable. Mais, en vertu de la vitesse angulaire w, l’ex- 
trémité de Au est animée d’une vitesse u.w perpendicu- 
laire à Au. 

L’accélération du point À est donc la résultante de 
deux accélérations composantes, la première, 


r.w?, 
dirigée dans le sens du rayon OA ; la seconde, 


2.U.w, 


perpendiculaire à la vitesse & du point À relativement à 
la droite mobile. 

Cette composante 2u.w se retrouve constamment dans 
tous les problèmes de mouvements relatifs, quand le sys- 
ième mobile est animé d’un mouvement de rotation. 
Dans tous les cas, son origine est la même que dans le 
cas simple que nous venons d'examiner. Elle est toujours 
perpendiculaire à la vitesse relative w et dirigée dans le 
sens indiqué par la vitesse angulaire ©. 

Bien que l'accélération 2u.w ne soit pas dirigée vers 
le centre, on la nomme accélération centripète com- 
posée. Cela vient de l’analogie de forme qu’elle présente 
avec l’accélération centripète. 

En effet, l’accélération centripète, Aë.w, est toujours 
perpendiculaire à la composante Ar, et égale au produit 
de cette composante par la vitesse angulaire w. 

L’accélération centripète composée, 24.0, est toujours 
perpendiculaire à la composante Au, et égale au double 
produit de cette composante par la vitesse angulaire «. 
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Il peut arriver que le point O, autour duquel tourne 
la droite OA, ne. reste pas immobile, mais soit animé 
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d’un mouvement quelconque; dans ce cas, pour avoir 
l'accélération du point À, il suflit de joindre l’accéléra- 
tion du point O aux accélérations trouvées précédem- 
ment. 

Soit O g la droite qui représente en grandeur et en di- 
rection la vitesse du point ©. 

La vitesse du point A sera la résultante de trois vitesses: 
1° Ag! égale et parallèle à Og; 2° Au=u; et, enfin, 
Ai=r.n. 

L’accélération du point A sera représentée par la ré- 
sultante des vitesses avec lesquelles se meuvent les ex- 
trémités de ces trois composantes. 

Or, la composante À q' restant toujours égale et paral- 
lèle à la vitesse O9 du point O, l'extrémité dela droite À q' 
possède exactement la même vitesse que l'extrémité de la 
droite Og; donc il suflit de joindre l'accélération du 
point O aux autres accélérations trouvées précédem - 
ment. 

Le centre de rotation, au lieu d’être situé sur la droite 
mobile, peut être pris hors de cette droite en un point 
quelconque du plan dans lequel elle se meut. 

Ainsi le point À se meut en ligne droite avec une 
vitesse constante , tandis que le plan déterminé par la 
direction de la vitesse w et par un point quelconque O 
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tourne autour de ce point O avec la vitesse angulaire ©. 
Du point O, abaissons sur la direction de la vitesse u 


la perpendiculaire O0’. 


La droite OA tourne autour du point O’ avec la vi- 
tesse angulaire ©, tandis que le point O' décrit la circon- 
férence dont O0 est le rayon. Comme Île rayon O0 
tourne autour du point O avec la vitesse angulaire w, on 
voit que le point O” est animé d’une accélération centri- 
pète égale à OO". w°, 

Donc le point A est animé : 

1° D'une accélération centripète composée 2.u. ii 
pendiculaire à Au ; 

2° D'une accélération centripète dirigée suivant AO’ 
et égale à AO". w° 

3° D'une accélération parallèle à OO’et égale à O'O.w*°. 

Les deux composantes AO’. w* et OO. w°? ont une ré- 
sultante dirigée suivant AO et égale à AO.w°. 

Par conséquent, les deux composantes de l’accéléra- 
tion du point À sont l'accélération centripète composée 
au. et l'accélération centripète AO .«?. 

On démontrerait comme précédemment que si le 
point O est animé d’un mouvement quelconque, il faut 
Joindre l'accélération de ce point aux autres composantes 
de l'accélération du point A. 

Enfin, au lieu d'avoir un simple mouvement rectiligne 
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et uniforme, le point À peut avoir un mouvement quel- 
conque dans le plan mobile. 

Dans ce cas, l'extrémité de la composante Az, qui re- 
présente la vitesse du point À relativement au plan mo- 
bile, est animée de deux vitesses : 1° celle due à la rota- 
tion qui est perpendiculaire à la composante A u et égale 
à u.w; 2° celle qui représente l'accélération du point A 
relativement au plan mobile. Il faut donc joindre cette 
dernière accélération aux autres composantes de l’accé- 
lération du point A. 

En résumé, si un point À se meut d’une manière 
quelconque dans un plan mobile, tandis que ce plan 

Fic. 8. 





tourne autour d’un de ses points, O, avec la vitesse angu- 
laire w, et que le point O se meut d’une manière quel- 
conque avec la vitesse Og; 
La vitesse absolue du point À est la résultante de : 
Premièrement, la vitesse relative, c’est-à-dire la vi- 
tesse À u du point À par rapport au plan mobile; 
Deuxièmement, la vitesse d'entraînement : cette vi- 
tesse est elle-même la résultante 1° d’une vitesse égale et 
parallèle à la vitesse Og du point O, 2° d’une vitesse Az 
perpendiculaire au rayon OA et égale à OA.w. 
L'accélération absolue du point A est la résultante de : 
Premièrement, l'accélération relative, c’est-à-dire l'ac- 
célération du point À par rapport au plan mobile; 
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Deuxièmement, l'accélération d'entraînement : cette 
accélération est elle-même la résultante de deux compo- 
santes : 1° une composante égale et parallèle à l’accéléra- 
tion du point O, 2° l’accélération centripète du point A, 
dirigée suivant AO et égale à AO.w°; 

Troisièmement, l'accélération centripète composée : 
cette accélération est égale au double produit 2u.w de 
la vitesse relative w par la vitesse angulaire w; elle est 
dirigée perpendiculairement à la vitesse relative u, et 
dans le sens du mouvement de rotation de la compo- 
sante À uw. 

Jusqu'ici nous nous sommes bornés à considérer le 
mouvement dans un plan; il est facile d'étendre les dé- 
monstrations au mouvement dans l’espace. 

Supposons que le point À se meuve en ligne droite, 
suivant une direction quelconque Av et avec une vi- 
tesse constante #, par rapport à un système mobile 
tournant autour de l'axe fixe OZ, avec la vitesse angu- 
laire constante «. 
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Du point À, abaissons sur l’axe OZ la perpendieu- 


laire AO = r. 
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En vertu de la rotation, le point À est animé d'une 

vitesse 
ANT ES D. 0 
perpendiculaire à la fois à l’axe OZ et au rayon OA. 

La vitesse absolue du point À est la résultante des 
deux vitesses À v et Ac. 

L’accélération absolue du point A est représentée par 
la résultante des vitesses avec lesquelles se meuvent les 
extrémités des deux composantes A v et Ac. 

Décomposons la vitesse » suivant deux composantes, 
l’une Au’, parallèle à l’axe OZ, l’autre Au, perpendicu- 
laire à cet axe. 

La composante Au’, étant parallèle à l’axe de rotation, 
reste fixe et invariable par rapport au système mené 
par le point À ; donc la vitesse de l'extrémité de Au’ est 
nulle. 

Il ne reste donc que les vitesses des extrémités des 
deux composantes Au et Az. Nous avons vu que ces 
deux vitesses donnent : 

1° L’accélération centripète, 

7.0, 
dirigée suivant le rayon; 
2° L’accélération centripète composée, 


2.4.0, 


perpendiculaire à la composante Au et située dans Île 
plan perpendiculaire à l’axe de rotation OZ. 

En appelant « l’angle que la direction de la vitesse 
relative v fait avec l’axe OZ, nous aurons 


u = V.Ssin. 
Donc, l'accélération centripète composée est égale à 


2.0.0. SIN % ; 


( 507) ; 
elle est perpendiculaire à la fois à la vitesse relative et à 
l’axe de rotation ; enfin, elle est dirigée dans le sens dé- 
terminé par la rotation de la composante A+. 

On démontrerait, comme on l’a fait pour le mouve- 
ment dans un plan, que, si le point À se meut d’une 
manière quelconque par rapport au système mobile, il 
suffit de joindre aux composantes précédentes l’accéléra- 
tion du point relativement au système mobile. 

Si l'axe OZ se meut en restant constamment parallèle 
à lui-même, tous les points de cet axe ayant à chaque 
instant des accélérations égales et parallèles, il suffit de 
joindre l’accélération d’un des points de l’axe de rota- 
ton. 

En résumé, si un point À se meut d’une manière 
quelconque par rapport à un système mobile, tandis que 
ce système tourne avec une vitesse angulaire © autour 
d'un axe qui se meut en restant constamment parallèle 
à lui-même, 

La vitesse absolue du point À est la résultante de la 
vitesse relative et de la vitesse d'entraînement; 

L’accélération absolue du point A est la résultante de: 

Premièrement, l’accélération relative; 

Deuxièmement, l’accélération d'entraînement; 

Troisièmement, l'accélération centripète composée 


2.w.9.SINnx, 


perpendiculaire à l’axe de rotation et à la vitesse rela- 
tive, 

Dirigée dans le sens de la rotation de la droite Aw 
qui représente la composante de la vitesse relative es- 
timée perpendiculairement à l’axe de rotation. 

Il ne reste plus à examiner que le cas où le système 
mobile tourne autour d’un point; mais, pour cela, il 
faut commencer par rappeler les lois du mouvement de 
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rotation et la composition des vitesses angulaires. Le cas 
où l’axe de rotation reste constamment parallèle à Iui- 
même suflit pour se rendre compte du mouvement appa- 
rent des corps à la surface de la terre. 


Accélération centrifuge composée. 


Dans ce qui précède, nous avons déterminé l’accéléra- 
tion absolue en supposant l'accélération relauüve connue. 
Il est facile d’en déduire la solution du problème in- 
verse, c'est-à-dire de déterminer l’accéiération relative 
au moyen de l'accélération absolue. 

Nous avons vu que lorsque le système mobile tourne 
autour d’un axe fixe, l’accélération absolue est la résul- 
tante : 

1° De l’accélération relative; 

2° De l’accélération centripète; 

3° De l’accélération centripète composée. 

Par conséquent, l’accélération relative est la résultante 
de l'accélération absolue, de l'accélération centripète 
prise en signe contraire, et enfin de l’accélération cen- 
iripète composée prise en signe contraire. Or, l’accéléra- 
tion centripète prise en signe contraire n’est autre chose 
que l’accélération centrifuge; de même, l'accélération 
centripète composée prise en signe contraire est l’accé- 
lération centrifuge composée. Nous pouvons donc con- 
clure que l’accélération relative est la résultante : 

1° De l’accélération absolue ; 

2° De l'accélération centrifuge; 

3° De laccélération centrifuge composée. 
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NOTE 
sur l'erreur commise dans le caleul de 7 par la méthode des isopérimètres ; 


Par M. A. HERMANN, 


Ancien élève de l’École Normale supérieure, 
Professeur au lycée de Tournon. 


mn 


On sait que lorsqu'on passe d’un polygone au suivant, 
la différence entre le rayon et l’apothème du second est 
moindre que le quart de cette différence pour le premier. 

Cette remarque conduit facilement à une limite de 
l'erreur commise dans le calcul de + par la méthode des 
isopérimètres. 

Désignons par 7, et a, le rayon et l’apothème du poly- 
gone dont le nombre des côtés est 24; r, et a, seront le 


? A T ? Î FE 
rayon et l’apothème du carré, de sorte que r; = - ÿ2 
2. 
il 
el A = —: 
2 


e « * D e Ï . - 
Pour obtenir 7 à 1 approximation ——; il suffit qu’on ait 
10! 





2 #) I 
er Er tel, ae 
A }: Tr}. 10" 
ou 
A}. 7} 
{ Ts bo É . 
(1) r} ES pre 


Or, r, et ay étant, tous deux, plus grands que l’apo- 
A I ” e V4 . , à 2 » . D A] 
thème — du carré, l'inégalité précédente sera vérifiée dès 


qu'on aura 


(29 FRS LR ES 


0.107 
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Mais on a, d'après le théorème rappelé, 


ï 
TEE Ag LT qi (r mr Q3). 
Il suffira donc, pour que ur (2) existe, qu'on ait 


A, (nr — a) Lo 10" ” 


I I 
ou, en remplaçant r, et a, par leurs valeurs =ÿ2 et —, 
2 2 


ce qui donne 
(3) 4 > 10" (2 — 1); 


et, en prenant les logarithmes des deux membres, 


(4— 3).log4 >> m + log(ÿ2—:1), 
m log (V2 — 1) 
k HER PER V RREE 
HS ES log4 log4 
L’inégalité précédente est vérifiée, à fortiori, lorsqu'on 
donne à k la valeur 3 + 2m, ou une valeur plus 
grande (*). Et il est facile d’en conclure que si l’on qua- 
druple le nombre des côtés d’un polygone, on obtient une 
décimale de plus dans la valeur approchée du nombre 7. 








(*) Quand le nombre entier m est plus grand que l’unité, il suffit de 
prendre 4 égal à 2+2m pour que l'inégalité 4 107 { 2 — 1) ait lieu. 
Et si m est égal à 7, ou plus grand que 7, on satisfait à cette inégalité en 
posant À = 2m. G. 
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SOLUTIONS DE QUESTIONS 
PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES. 


Question 590 


(voir 1° série, tome XX, page 1#1); 


Par M. NEUBERG, 


Professeur à l’Athénée royal d’Arlon (Belgique ). 


Si l’on prend les polaires des points milieux des côtés 
d'un triangle relativement à une conique quelconque 
inscrite dans le triangle, ces polaires déterminent un 


triangle qui a une surface constante. 


On peut considérer cette proposition comme une con- 
séquence immédiate de la question 591 (*) appliquée 
aux coniques, et d’une autre proposition qui trouverait 
sa place naturelle dans les propriétés très-intéressantes 
des coniques, énoncées par M. Faure dans le tome XX des 
Nouvelles Annales, p. 55, 56 et 216. 

En effet, soit 


Tr? 2 
DRE mes 0 


Al 


l’équation d’une ellipse rapportée à ses axes principaux. 
Désignons par (1, Yi), (Xe, Ye); (Æs, Ya) les coordon- 
nées des sommets d’un triangle circonscrit ABC; par 


ven VMC: tn it. Y:) celles des milieux A”, B’, C’ 








ae So tm patte 


(*) La question 591 a été résolue dans l’année 1865. La démonstration 
que nous en donnons plus loin est analogue à celle de M. Painvin, t. XIX, 
p. 299 et 297. 


(UN TE 
des côtés BC, CA, AB; et par (X', Y'}, (X,, Y,), (X',, Y:.) 
celles des sommets du triangle A” B”C/ conjugué avec 
A’B'C’. Représentons aussi par S, T, T’ les surfaces de 
ces trois triangles, et posons 


KR TE. 


LL) 








Om, n — pe TE € 
On peut écrire 

X, Y: X7 PE 
AS ETES a Re Re 
a b da b 

4 DT SOPUT x 4 y 

PTT EM En à 7 ch à 

NU ETAT j Xe sde , 
a b a b 


OST UN PIS LEO IES 
TT 
(1) lle se DRE A ad PA EAST IE 
M3; 14 203,20 7538 


Mais les triangles T, T’ étant polaires réciproques, on a 
On,n = © pour mZn, et des valeurs de @;,;, 96,1, ©, on 


rl ! 


tre, par l'élimination de a 1 


b? 
EX Volt — pi 
x: nl = 0e 
we" 3 x. +4 | 


En appelant T;, T:, T, les moitiés des déterminants 








ER DAT ME 
Ka 2 Xii VA LÉ EEE 


c’est-à-dire les surfaces des triangles O B’C', OC’, 


((5180) 
OA'B’ (O est le centre de l’ellipse), la dernière équation 
donne 





L L d à 
pili+T=0o; d'où #,1—=— Fe 
On trouve semblablement 
dk T 
ART et Die Hé 


En portant ces valeurs dans l'équation (1), il viendra 


HET: pe sh 1 T° 
qu Pa dus = — 
Où. 
à PA M 
() cb EE y, 


ce qui est la question 591 appliquée aux coniques. 
On peut aussi écrire 





| oO O O I | O O I Oo 
k p | 

F A I O | a. 7 O ] | 
1s a b | a b 
| 
ne a? b? Fa - a I O | “ — O I | 
a | 
PE | 

Ta P'3 Ta Va 
ie L'40 | Fe pr O I | 





Effectuons par lignes la multiplication des deux déter- 
minants et, dans le produit, retranchons des trois der- 
nières lignes et colonnes les premières ligne et colonne 


2 2 3 
lupliées respectivement sise Li (NACRE 
mu 1P P PET me: ni): F Er De , 


2 2 
ki (£ + À). En posant 
1 s 


AN 
a 4(36 CAD CAR EAN 
a? b? ; S 


Ann. de Mathémat., 2€ série, t. V. (Novembre 1866.) 3 





il viendra 


O I I I 
I 
l 0 — 0? —-1; 
». 
4S° 
a —— Ton I , 
cb De RE 
2, D 
I 
1 ——-Ù0 —-{l 0 
| 2 2 


et en développant, 


(3) = Su+iDn. 


Maïs les équations qui expriment que Îles droites BC, CA, 
AB sont tangentes à l’ellipse peuvent se mettre sous la 
forme 





(xs — 25) V2 — Ya}? L2Ÿ3 — LaY:)° 
Hat dé ms né uen ds 
ou 
ab ab ab 


en appelant S;, S:, S; les moitiés des déterminants 


Lo Ya | 
2 
CNE 








T3 el 
? 


Ti Ji | 
9 
CA VS 


T3 V2 
ou les surfaces des triangles OBC, OCA, OAB. 





La relation (3) revient par conséquent à 


a? b?=— . (S;-+S:+$S;) (—S,+S;+$:) (Si—S2+S:) (Si+S:—S3). 


On constate facilement que 


S, + S: + S; —S$, — S, +S, + S; —AT,;, 


( 945 } 


S: FR S: + S5 ee AT, S, A S, HE S, AT FAN 


d’où 
C7 A RP D à 
(4) a? b? — CAT, AUDE Ÿ 
S 
En comparant les relations (2) et (4), on trouve 


TS; 


ce qui démontre le théorème 590 pour les ellipses in- 
scrites. 

On le conclut immédiatement pour les hyperboles tan- 
gentes aux trois côtés du triangle, puisqu'il suflit de rem- 


placer dans les équations précédentes D par b te 
Représentons par d,, d;, d; les côtés du triangle ABC, 
ou les doubles des côtés du triangle A’B'C'; par R le 
rayon du cercle circonscrit, et par di, d,, 9, les distances 
du centre dela conique aux droites B/C/, C’A", A’B'. Nous 
pourrons remplacer dans la formule (4) "T;, L:, T3 par 


I I did, d 
OT ALT  da0s, 7 did) et AU ve 
LL 


f f 





par 4R, ce qui donnera 


a? b2— AR, 00: 
d’où le théorème suivant : 


Lorsqu'une conique est inscrite dans un triangle, le 
produit des carrés de ses demi-axes principaux est égal 


(*) On a, par exemple, 


M TR à 27 DE 
2(—S.+S, +S,) = La Jia I » 
Ty Ja I 


et, en ajoutant la première ligne aux deux autres, il vient 


LT Ta VTT Sa 


Sue, 0 Ge | 
Xi Ts FI 


er 1! 
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au produit des distances de son centre aux droites qui 
joignent les milieux des côtés du triangle, multiplié par 
le double du diamètre du cercle circonserit. 


Considérons maintenant une parabole inscrite au trian- 
gle ABC et représentée par o(x, y) = y" — 2px = 0. 
En adoptant les notations précédentes, sauf à poser 
On = Yon Ya — PÜXm + Xh), nous aurons 


? 





| x'# X, in 7 £4 | Y' ant X, 

—APIT=|Y X —p Ye —P X; |; 
} | LÀ rl 
LiNes ex, er ET | 


et en effectuant le produit par les lignes 


Pit  Pi,z Pis | 
(5) — APTT' = | qu ur : 
ste Ps, 2 Da | 


On a encore ®,, — 0 pour m2Zn; et en éliminant Ÿ', 
5 l 3 34 e D 
pX', entre les valeurs de 0, 1, ®: 1, os 1, 1l vient 


| 
| 


Yi pPXi +, 1 | 
1 | 





dé P X: == 03 
DAT» Pr 
ou 
2PT — 9,1 (Y: — Y:3) — 0. 


On trouve semblablement 
2PT — w,2( Ya — Ÿ;) =0; 2PT — 9,,; (Y,— Y.)—=o. 
L'équation (5) peut donc s’écrire 


PPT TSI 
MY) Y)(E—Y,) 





S— 4 p° tie Pu,1 P2,2 P3,3 — 
ou 


(Yi NT ON TT YVETTE 


(6) Sp " 


E'. 





( 517) 

On peut remarquer que le numérateur de la dernière 
fraction égale le produit des projections des côtés du 
triangle A’B'C' sur la directrice de la parabole. 

Il est évident que dans la formule (6) on peut rempla- 
cer les triangles A'B'C’ et A/B”C/ respectivement par 
ABC et par le triangle qui a ses sommets aux points de 
contact des tangentes BC, CA, AB; comme ce dernier 
vaut le double de ABC, on aura 





2 (gu— #a) (a 9) On — pa 
S 


(7) AD 
Des relations (6) et (7) on conclut encore 
TuSAS: 
On voit aisément que la proposition (590) s'applique 
aussi aux paraboles circonscrites, ou conjuguées au 
triangle ABC. Car, dans le premier cas, on a 


ds Lun crabr ne cé nd gré à él à dé 2 
HAS ESA PO 2 pE Re) = LE r EURE |. 

| | 

MÉAOETE MUST ER | 


Le dernier déterminant, en vertu du théorème dit de 
Vandermonde, est égal au produit 


(Y2 — Yi) (Ys — Yi) (Y3 2 Y3)5 
d'où 
(29) (Y3 rue — Y3) : 
28 9 





(8) 2p — 
et cette relation, comparée à l’équation (6), donne 


S 
4 1 ei 41 LE, 4 
En supposant la parabole conjuguée au triangle ABC, 
on peut faire coïncider dans la formule (6) les triangles 
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T'et T’avec S, ce qui donnera 


(n— 72) (71 — 73) CE Xe) 


(9) 2pP — S : 





et les relations (9) et (6) combinées conduisent à l’équa- 
tion 


Les formules (7), (8) et (9) sont ordinairement mises 
sous la forme 
p = 4R sin 0 sin 0/ sin 0”, 
p— R sin 0 siu 0’ sin 0”, 
p = 2R sin 0 sin 0’ sin 0”, 
9, 6", 6” étant les angles que fait l’axe focal de la para- 
bole avec les côtés du triangle. 


Note du Rédacteur. — Pour déterminer une conique inscrite dans un 
triangle ABC, on peut donner arbitrairement deux des points M, N aux- 


HIBEUT. 
LL 
N/ 

pL\ 

Fe. : 

4 
1 \ 
| \ 





OK 
œ 
z | 
x 


quels la courbe doit toucher deux des côtés CB, CA. Lorsque le produit 


AN x BM est moindre que CA X CB, la conique inscrite est une ellipse; 
et suivant qu'on a 


AN XBM—CAXCB ou AN <XBM > CA x CB, 


cette conique est une parabole ou une hyperbole. 


(*) Ce résultat aurait aussi pu s’obtenir en remarquant que le triangle 
A’ B'C, qui a ses sommets aux milieux des côtés d’un triangle conjugué 
à la parabole, est circonscrit à la courbe (voir Nouvelles Annales, an- 
née 1865, p. 310), et que son conjugué A” B" C/ en vaut le double. 
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Car, en prenant pour axes de coordonnées les côtés CB, CA et dési- 
gnant par a, b, m, n les droites CB, CA, CM, CN, l'équation de la conique 
inscrite est 
(m—a)(n—b) 


—10. 
ab 4 


(1) (my + nx — mn) — {mn 

Il est évident que la surface du triangle déterminé par les polaires des 
milieux des côtés CA, CB, AB, relativement à cette courbe, est une fonc- 
tion des paramètres de l’équation (1) et de l’angle des axes. Or, si cette 
fonction conserve constamment la même valeur, quelles que soient les va- 
leurs de m et de n satisfaisant à l’inégalité 


(m—a)(n—b)< ab, 


il faut en conclure qu’elle est indépendante de "= et de n: c’est dire que 
si la proposition 590 existe pour toutes les ellipses inscrites, elle a de 
même lieu pour les paraboles et les hyperboles. 

Mais, quelle que soit l’ellipse inscrite, on peut la projeter suivant un 
cercle; donc, tout se réduit à faire voir que : Si l’on prend les polaires des 
milieux a!, b', c' des côtés d’un triangle ABC par rapport à un cercle tan- 


Fic. 2. 








gent aux trois côtés, ces polaires déterminent un triangle A'B'C" équivalent 
au triangle donné ABC. 

Cette proposition résulte d’un calcul bien simple. En effet, soient s et 
2p la surface et le périmètre du triangle ABC ; h la perpendiculaire abais- 
sée du sommet À sur le côté BC; o et r le centre et le rayon du cercle in- 
scrit dans le triangle. 

Puisque le point A’ est le pôle de b'c' par rapport au cercle, la droite o A’ 
est perpendiculaire sur b’ c’ en un point d tel qu’on a 


Cd ÉOR ET 
De plus, 


} ‘“h VAI 
diner (Er (ti) US ls 
2 2Fr « #: 


donc 





et de même : 


br Û 
pa {1 , PA A C1 
p — b p—.c 








D'autre part, les angles A°oB’, ACB étant supplémentaires, les sur- 
faces des triangles A’oB', ACB sont entre elles dans le rapport des pro- 
duits oA’ X oB' et ab; d’où 


7° s(p—c) 
A'OB=S EX ———— — — —. 
(p—a)(p—b) P 
Pareillement 
ns à pi: 
AtoCn PE FRS EL prE Di M DPa: 
P P 


Il s'ensuit 
sS(3p—a—b—c) 
p 


A'oB' + A'oC’' + B'oC' — s. 


Par conséquent, 
A'B' C' — ABC. 


On démontre, d’une manière semblable, que le triangle déterminé par 
ies polaires des points a’, b", c', relatives à l’un quelconque des trois 
cercles ex-inscrits au triangle donné ABC, est équivalent à ce dernier 
triangle. G. 


_ Question T15, T16, T17 
Par M. Joserm GRAINDORGE, 
Élève ingénieur des Mines à Liége. 
175. L'équation 


2 











æÆ T pic 
(1 TA Ve PRET LUS ES - 0 
(x) ( ) I 1.2 purs a Pion dre 
ne peut avoir deux racines réelles. (SvLvEsTER.) 


Pour résoudre cette question, ainsi que les deux sui- 
vantes, nous rappellerons la propriété connue, que deux 
racines consécutives d’une équation comprennent un 
nombre impair de racines de l'équation dérivée première. 
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L'équation (1), dont tous les termes sont positifs, n’ad- 
miet aucune racine positive. On peut l'écrire sous cette 


forme : 
x" 
Fe PV nn a 
(æ) #7 is ds 72 Ca 
d’où 
I 
(2) DEA es sue kms 


0 Le ENT 


Si z est un nombre pair, F’(x) est négatif pour toute 
valeur réelle de x autre que zéro; et si x est impair, 
F’(x) est positif pour toute valeur négative de x. Donc, 
d’après le principe rappelé, l'équation F(x) — o ne peut 
avoir deux racines réelles. 


716. L’équation 


f 


CS \ 
| F(z)=1+7yx-- REA ee à 


142 


(3) 


LRQ 


4 
| TP Tu 
{ HER 


ne peut avoir deux racines réelles quand y est 0, ou 
<< — n. (SyLVESTER.) 


On ‘irouve facilement que l'équation proposée peut 
s’écrire 


[Fa = —x)r ) 
7 


Ne - 





Premier cas. y > 0. 


L'équation (3) ne peut avoir que des racines négatives, 
puisque tous ses termes sont positifs. 
Soient & et 6 deux racines consécutives de cette équa- 
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tion; si z est un nombre pair, en substituant succes- 
sivement & et 6 à x dans l’équation (4), les facteurs 
1— «, 1— 6 seront tous les deux positifs, ainsi que &” 
et 6”. Il en résultera que F’(x) et F'(6) seront néga- 
tifs. Donc, « et 6 ne peuvent être racines de l'équation 
F(x) — O. 

Si z est impair, &«* et 6" seront négatifs, et F’(x), 
E"(6) positifs. Par conséquent, si & est la racine que 
l'équation admet (puisqu'elle est de degré impair), 6 ne 
pourra être racine de cette équation. 


Deuxième cas. y << —n. 


En remplaçant, dans l’équation (4), y par — y", il 
viendra 





Fa = — UP (à) 
te G=y){a=yhute—iy)f La), 
jp nee re, 


où y’ sera > 71. 


L'équation proposée devenant 


(PRE 
HUE MERE leurs t A? —— 
se Qérat)es (P er RS 
1.2,.,./1 


ne pourra avoir que des racines positives, puisque ses 
termes sont alternativement positifs et négatifs. 
1° Si z est un nombre pair, il vient 





dr DNS ? \ 
EL (7 208 1). u (9 ce +1) (? & 1) LÉO, 
1.2,..(72—1) 7 


d’où 


(a 2)F(z) — (er em A (Z 1) x", 
; Re E) n 

Comme y’ est plus grand que », le second membre de cette 
dernière équation est positif pour toute valeur réelle de x. 
Ainsi, le signe de F'(x) est le même que celui de (1 — x). 
Il s'ensuit que, si « et 6 sont deux racines consécutives de 
l'équation F(x) = 0, l’une d’elles doit être moindre que 
l'unité, et l’autre plus grande. Ce qui revient à dire 
que l’équation F(x) = o doit avoir une racine comprise 
entre o et 1, et une seule. Or, c’est ce qui n’a pas lieu, 
car en remplaçant x par o et 1 dans F(x), les résultats 
de ces substitutions sont positifs. En eflet, 


F(o)—#, 
et 


et UT TU) 
IL 2030178 


F(i)=1-y+...+ 


. (y —1)..(y"— 2) 
Fu Dao 07 ; 


parce que 7 est pair. 
On voit donc que l'équation F(x) = 0 ne peut avoir 


deux racines réelles, et par conséquent toutes ses racines 
sont imaginaires. 


2° Sin est impair, il vient 
F(a= 28" (2) 
h 


US Pare af 
HAN 1}...(7 nn 1] = 0 


122.2-(72 AT) n 





ryfiss .… Phase £ 
je 8) A ee a a PP re Ga res a 


1.2,.,(2—1) on 
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Dans ce cas, F’(x) a un signe contraire à celui de 
{1 — x); donc, si « et 6 sont deux racines consécutives 
de F{x) — 0, il faut encore que l’une d'elles soit plus 
petite et l’autre plus grande que l’unité. Mais, l’équation 
étant de degré impair, si elle a deux racines réelles «, 6, 
elle en admet nécessairement une troisième; donc deux 
racines consécutives seraient plus petites que l’unité, ou 
plus grandes que l’unité, ce qui est impossible, comme on 
vient de le voir. D'où il faut conclure que l’équation 
n'admet qu'une seule racine réelle. 


171. Si l'équation f(x) — 0, du degré m, n'a que 
des racines imaginaires, l'équation 


f(x) + af'(x) + a f(x) +... +a"fn(x) — 0 


n'aura, elle aussi, que des racines imaginaires. 
(Hermire.) 
L'équation 
F(x) = f(x) + af'(x) +...+a"fn(x) = 0 


est de degré pair, comme f(x) = o. Donc, si elle a une 
racine réelle, elle en aura au moins deux que nous 
pouvons considérer comme consécutives. 


Or, on a 
E(r)=yf{x) air{z); 


ei si æ, 6 sont les deux racines consécutives de F(x) —e, 
il faut que F/(æ) et F/(6) aient des signes contraires. 
Mais légalité 
Efx)—=7{(x) Fa Fe) 
donne | 
o — f(x) + a.F'(a), 
0 —f(8) +a.F'(6); 


l'équation f (x) = 0 n'ayant pas de racine réelle, f(æ) et 
f (6) ont le mème signe: il en est done de même de F’(&) 


( 525 }) 
et F’(6), ce qui prouve que & et 6 ne peuvent être ra- 
cines de F(x)=— 0 ; et, par conséquent, cette équation n’a 
que des racines imaginaires. 


Note. — Même solution des questions 779, 116, 111 par M. Laisant, et 
de la question 775 par M. Laduron, élève à l'École des Mines de Liége. 


CORRESPONDANCE. 


1. Nous recevons de M. le comte Léopold Hugo, neveu 
du célèbre poëte, la Jepre suivante que nous insérons 
intégralement. 


Monsieur le Rédacteur, 


Permettez-moi de résumer ici, en quelques lignes, 
un travail que j'ai fait paraître sous une forme provisoire, 
et dont je prépare actuellement une édition typogra- 
phique. 

» Ce Mémoire a pour titre: Théorie des Cristalloïdes. 
Les cristalloïdes sont des solides géométriques formés 
par l'assemblage d’onglets à surface cylindrique variable, 
exactement comme les pyramides en général sont com- 
posées de pyramides à base triangulaire. Ces onglets ont 
pour section un triangle rectangle, et leur réunion donne 
des corps ronds (dits: pluro-cylindriques) ayant, dans les 
cas réguliers, l’apparence soït de dômes polygonaux, soit 
de trémies; dans d’autres cas, le forme est celle de cornes 
à section également polygonale, correspondant aux pyra- 
mides obliques. 

» La théorie précitée peut être envisagée, à mon sens, 
comme remplaçant, en l'élargissant, le chapitre des so- 
lides de révolution des cours d'Analyse; ces derniers so- 
lides entrant dans Pensemble comme cas particuliers. 
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» J’appelle coeflcient l'expression qui, multipliant le 
produit de la hauteur, ou axe, par la base triangulaire de 
l'onglet, donne le volume de celui-ci. Malgré la variété 
et la nature des courbes servant de directrices aux sur- 
faces cylindriques, souvent le coeflicient se montre pu- 
rement algébrique. C’est ce qui a lieu quand l'équation 
fournit une valeur de x°, ne renfermant que des puis- 
sances. entières ou fractionnaires de y, laquelle donnera 
une intégrale algébrique. 

» Je m'attache à cette condition, comme se rappro- 
chant des séries connues du prisme et de la pyramide. 

» On trouve aussi des résultats offrant de grandes 
analogies avec les propriétés de la sphère. Certaines 
formes de l’équation directrice, de degré n, donnent 





pour coeflicient ; ceci comprend la directrice ellip- 


HAE EN 
tique, pour laquelle 7 = 2, et le coeflicient alors se ré- 


duit à 3 comme dans le problème d’Archimède. 


Les courbes y* — ax” sont très-remarquables comme 
directrices ; elles donnent pour le coefficient de l'onglet 








pris sur un axe (*), et sur l’autre axe -* Pour 


in + I nn + 4 
s 1 
n — 2, on retrouve de part et d'autre le coeflicient 5 de 


la pyramide; pour la parabole, n — r, et on a des solides 
I 
a 
ces cristalloïdes trouve sa place, comme intermédiaire, 
entre les deux séries de la Géométrie élémentaire. J'a- 
Jjoute ici que d’autres positions de l'onglet donnent une 


L : LR E ; é 
à coeflicients respeclifs à et = On voit que le premier de 


eo 


——g 


(*) Si l’on rapproche ce coefficient de la fraction de quadrature des 


k : me 
aires, la relation est 
2n 





- Les troncs ou segments donnent aussi des 


9 


PA 


résultats curieux. 
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(n+2) —4(n+i) 


formule FT Ernns 


» qui, pour la parabole, se 


I 


réduit à G Une dernière combinaison, pour la même 


8 
courbe, donne TE" 


» Ces divers coeflicients, multipliés par la base quel- 
conque et par la hauteur, expriment le volume de tout as- 
semblage (ou de toute différence) d’onglets de même 
2 


z Li À 
formule. Les deux belles séries ; t = pourront être obte- 


nues par la méthode des limites, en partant du volume 
de la sphère. Je crois pouvoir énoncer, en finissant, que 
les cristalloïdes viennent, à juste titre, se placer à côté 
des corps étudiés par l’antiquité, dont ils complètent et 
pour ainsi dire expliquent le système. 

» Veuillez agréer, Monsieur et cher Maitre, l’expres- 
sion de mes sentiments respectueux et dévoués, 


» C'° Léorozp Huco. » 


2. Extrait d’une lettre de M. kR. Alexandre. — 
« La méthode pour résoudre les équations du troisième 
degré, que j'ai donnée dans le numéro d’août (p. 358), 
peut recevoir une simplification que je me contenterai 
d'indiquer en quelques mots. 


. I . . 
» Remplacer simplement y par -: diviser par r” et 
Z 


multiplier par z° tous les termes de l'équation. Vu la 


relation (2), le premier membre contient les trois der- 
! 


RE 
dry 
met d'obtenir la valeur de z, d’où l’on déduit celle de x, 


niers termes du développement de | z + 


[È Cela per- 


. I 
au moyen de la relation x — mis h. » 


3. La solution de la question 766, par M. Rakowski, 
nous est parvenue trop tard pour qu'il ait été possible de 
la mentionner dans le numéro d'octobre. 


(F 5288 ) 


D tn et to oo 


QUESTIONS. 


——— 


188. Li, Los sy Lys Lx désignant les racines, prises 
dans un ordre quelconque, de l'équation 


$ + pa + Q +HrTT+S—O, 
on à 


Le 


LP (Te Ds + Ds Mo + Li Ds) + 22 (ds Pi + did + lys) 
+ 25 (ai de + dits + dits) + 2É (te ds + Ts Ns + As Li) 


+ me (xs x, + Ty T\ HT TN = — 2r. 


(S. Reazris.) 


789. On donne une parabole et un cercle ayant pour 
centre le sommet de cette parabole. Chaque point de la 
circonférence de ce cercle étant pris comme pôle, on 
trace la polaire correspondante. Déterminer l’enveloppe 
de toutes ces droites. (Laisanr.) 


7190. Démontrer : 

1° Que le mouvement de l’angle droit, donné par 
Newton, pour tracer la cissoïde, est produit par le roule- 
ment d’une parabole sur une autre parabole égale à la 
première. 

2° Que les lignes décrites par les différents points du 
plan de la parabole mobile sont des courbes du troisième 
degré (sept espèces différentes d’après la classification de 
Newton); de là, pour toutes ces courbes, une génération 
mécanique semblable à celle de la cissoïde. 

3° Que les roulettes ainsi obtenues ont une génération 
géométrique simple (par points); faire voir en outre 
comment on peut passer de cette génération géométrique 
à la génération mécanique (mouvement continu ). 


(E. Hasrcx.) 


NOUVELLE MÉTHODE POUR DÉTERMINER 
LES CARACTÉRISTIQUES DES SYSTÈMES DE CONIQUES 


(suite et fin; voir page 492); 


Par M. H.-G. ZEUTHEN (DE COPENHAGUE ). 





XIII. — Détermination des caractéristiques d’un systènic 
de coniques qui ont un contact du quatrième ordre 
avec une courbe donnée. 


63. À ce système, dont la notation est [(C,,.,)" |, ap- 
partient loute conique infiniment aplatie : 

1° renfermée dans une tangente d'inflexion de C,,, et 
limitée par deux points qui coïncident au point d’in- 
flexion ; 

2° renfermée dans une tangente de rebroussement de 
Cun et limitée par deux points qui coïneident au point de 
rebroussement. 

On trouve donc 


ECS où D PU 


où x et y sont des coefficients inconnus. Puis le principe 
de dualité donne 
mL ele 


Les coniques irrégulières qui entrent dans le nombre w 
sont les mêmes que celles qui enirent dans À; mais les 
coefficients sont permutés. On voit donc que x — o amè- 
nerait y = 0, et réciproquement (voÿr la note première 
du n° 55). Du reste ils sont des nombres entiers et ne 
peuvent être négatifs. 


Ann, de Mathémar., 2° série, t. V. (Décembre 1866.) 


© 
ESS 
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On trouve maintenant 


ll 


ÊCRES 


(22 +y)8 + (bar), 


cl 


CO] = 


List (x +3y)e" + fazer 


64. Pour déterminer x et y nous appliquerons le 
lemme du n° 31 au système [(M)°, C,.., | où nous rem- 
placerons successivement la courbe C,, par un point 
ou par une droite. On aura {notations du n° 31) 

r—3, q—2m—4, 

AN AMOR: 

B— NM) — p, Cnen, b 
ou, par la formule (IT) du n° 62, 


B— N[(M), p, Cnonl— 4 NM} 0, Cnim lo 
Par conséquent 
ga + B—(2m—S8)N[(M})0, Crn] + NI(M),P; Cnini fe 


Supposons d’abord que C,,, soit un point p, par lequel 
les coniques doivent passer. 
Alors on sait | n° 62 et formules (21)] que 


N [(Cnn }° 8, PET; 
NC), p, pi] = 6n — fm + 34°. 


Pour la courbe M on doit substituer n — 2(m—1), 
d'— 0, et l’on trouve 


qu + B—1o{(m—2), 


où æ! et { représentent ce que deviennent & et 5 dans ce 
cas-ci. Or, pour aucune conique infiniment aplatie du 
système [(M}°, p, | le point de contact ne coïncide avec 


(531) 
un point d’intersection. Par conséquent (n° 31) 
ga + B=NIM),p). 


On trouve la valeur de N[(M)", p,] en substituant dans 
l'expression trouvée pour p (n° 63) 


de VD RUE REC c RATE 
Par conséquent 
qu'+p—(22+y)(m— 2). 


Les deux expressions de ga + fÿ devront être identiques, 
on à 
D Ve 1 Où 


Soit ensuite C, .,, une droite /. Alors [ n° 62, for- 
mules (21) | 
N[(Cmn) 9,2) = 
N[(Cnn)s Ps 4) = 2(8 nr — 4m + 3d'). 


Pour la courbe M on doit substituer 7 = 2 (m—1), 
d'=— 0. En désignant par «&” et £” ce que deviennent dans 
ce cas particulier « et G, on trouve 


qu'+8B"—14(m—2). 


ga” + E"” comprend : 

1° Le nombre N[(M)*, /] des coniques qui ont un 
contact du quatrième d'ordre avec M et qui touchent /. 

2° z.t', ou le nombre des coniques infiniment apla- 
ües renfermées dans les tangentes d’inflexion de M, 
limitées aux points d’inflexion, et à la droite /, multi- 
plié par un coefficient z; car ces coniques singulières 
appartiennent au système, et, dans les points d’inflexion 
coïncident, outre les quatre points communs qui forment 
le contact du troisième ordre, encore deux points d’inter- 
section, sans que le contact s'élève à un ordre supérieur. 

3 À. 


VS) 
On voit que le coefficient z qui est entier est égal ou su- 
périeur à 2. Si M avait des points de rebroussement, on 
devrait encore avoir égard à d’autres coniques singulières. 
Maintenant on trouve 


ga"+ B=N{(M},7)+ 3.r, 
où N[(M)',/2) s'obtient par la substitution de 
LS In Lido. 


dans l'expression trouvée pour v (n° 65), et où t/ qui 


appartient à la courbe M est aussi égal à 3 (m— 2). Par 
conséquent 


qu”"+ B"—(x +27 + 3z)(m— 2). 


Les deux expressions de ga”+ f” devant être identiques, 
On a 


+2 + 32 — 14. 


65. Les équations (I) et (II) du n° 64 n’admettent, 
à cause des limites posées dans les n°° 63 et 64, que la s0- 
lution suivante : 


mt vo éd ANS D 
On trouve en substituant ces valeurs, 
H (2m 


(Se+4d'), v= 2{4r +64), 


CI D 
| DR 


ou si l’on préfère des expressions entières, 
2[5(n—m)+3d']=2{[{(m—n)+3t], 
[An — m\+3d']=2{5{(m—n)+31| 
(230) [(Cnn) ] — (le v). 


Ï 


(34) * 


{ y 


Ï 





(*) On voit que u— » = 2{(n —m). 
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Pour une courbe générale de l’ordre #7, on trouve 
8 , 
um —10m(m— 2), 
(23c) 
y —=8m(m— 2), 

66. Les valeurs x = 4, y = 2 donnent le théorème 

suivant : 


Pour un système de coniques qui ont un contact du 
quatrième ordre avec une courbe donnée, on doit comp- 
ter : 

Quatre fois dans À-et deux fois dans w, toute conique 
infiniment aplatie renfermée dans une tangente d’in- 
flexion de la courbe, et limitée à deux points qui coïnci- 
dent au point d’inflexion ; 

Deux fois dans À et quatre fois dans w, toute conique 
ayant un point double en un point de rebroussement de 
la courbe et composée de deux droites qui coïncident 
avec la tangente de rebroussement (*). 





(*) La méthode dont nous avons fait usage ne servant qu’à déterminer 
des caractéristiques, elle n’est pas applicable si l’on veut trouver le nom- 
bre de coniques qui satisfont à cinq conditions dont aucune n’est indé- 
pendante des autres. Cette lacune a été remplie par M. Cayley, qui m'a 
fait l'honneur de me communiquer les résultats qui suivent ici avec la 
permission de leur auteur. Le savant distingué d'Angleterre désigne par 
(ODA (Sn), (Han) (21) ax, 1hret (tn 1/1) les nombres 
respectifs des coniques qui ont avec une courbe donnée un contact de 
l’ordre 5 ou deux contacts des ordres 4 et 1,..., ou enfin cinq contacts 
de l’ordre 1, et par & le nombre 3n + d'(= 3m + 1!) qu'il introduit pour 
faire ses formules symétriques. Alors 


(5)=—15m—15n +90, 
(4,1) =— 8m? — 20 mn —Bn+10f4m+ioin+ «x (Gm+6Gn—66) 
(3,2) = 120m+120n+ au (— 4m—4n—78)+3 x, 
109 


3 PAR 
(3,1,1) = — sas oil don 10 mn — — n° + = m? + 116mn 
2 2 


10€ 
+ 2 7 2 43m — 434n 
2 


3 3 6c Ge , 
+ 0 (2m Gmn + = n1— 22 m — 2% +291 }— 3%, 
< FE à 


] 


(534) 


XIV. — Applications. 


67. Développée d’une courbe géométrique. — Les 
formules données sont utiles pour déterminer les nombres 


(2,2,1) = 24m? + 54 mn + 24 n° — 68m — 468 n 
+ a(— Sm—8n+ 327) + x? (£m+ ini), 


(2,1,1,1)= 6m°+ 3om°n+ 30mn? + Gn°—174m— 348mn— 15" 
+ 1320m + 1320 n 


Lis L ont de es A Lars 
+ à ar + m°n + mn + n — — m— 26mn——n 
2 2 


EE 
3 3 9 


fes, 03 3 
+ a (mins), 








1 1 1 y QE SRE ï 
(nn) = — m8 + ont n + m8 n° + mn + — mnt + — n° 
120 12 F 3 12 120 
I I 
— — D — = mn —9min — = mn — — n° 
112 (e] 6 12 
113 20 20 113 
EE ps 0200 un pe D 209 Gps UE pe 
24 12 12 24 
1267 503 1265 
Épargne yet 
12 3 
3259 3259 
 — M — = n 
5 5 
Ï 3 L 1 2 
+ spumi = nie af mbines hs Es 
4 2 2 ! ! 





M — —— n +- 


29 . 337 side =) 
fi 4 4 2 


+ a? (ame m5). 

Déjà, en 1864, M. Cayley a donné le noimbre (5) pour le cas d’une courbe 
générale de l’ordre m (Philosophical Transactions, t. CLV, p. 545 ; 1865). 
Quant à l'introduction d’une seule notation pour 3n + d’, je regrette de 
ne l’avoir pas employée dans mes formules, où elle permettrait de garder 
la symétrie en même temps que les expressions contiendraient toujours 
les mêmes trois nombres donnés, m, net x. 
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mi, 1 di, d', 3, €, correspondant à la développée 
d’une courbe donnée C,,,. On y emploie les propriétés 
suivantes de la développée : 

19 D'être l’enveloppe des normales de la courbe 
donnée ; 

2° D'être le lieu des centres des cercles qui ont avec 
C,, un contact du second ordre; 

3° De n'avoir pour tangentes d'inflexion que les nor- 
males aux points de rebroussement du second ordre 
de C,,. Excepté le cas très-singulier où €,,,, est doué de 


ces points, on a tout de suite {, = 0. 


68. Le nombre des normales à C,, qui passent par un 
point donné, est égal à celui des cercles dont le centre 
est en ce point et qui touchent C,,.,. Or la condition d’être 
un cercle à centre donné peut êire remplacée par celle 
de toucher deux droites (imaginaires) en des points 


donnés. Donc 
m—=N(}4 F3 6 L da, CR 


ou, selon la formule (11) du n° 23 (aucune conique ne 


pouvant toucher et couper la même droite), 


I a 
N(4 ô, 9 ls P2) Cnn)= 7 N ( , P: , L, P2» Crau 


ire 


D | 


ou d’après la formule (3), 


n—= Mn + nn. 


69. La développée étant le lieu des centres d'un sys- 
ième de cercles, ou le lieu des pôles de la droite à lPinfini 
par rapport à un système de coniques qui passent par 


deux points de cette droite, son ordre m1, s'exprime par 


” * » L . \ 
= où» est la seconde caractéristique de ce système nn 6 


{*) Voir Comptes rendus du 15 février 1864, le théorème IT. 
j l | 
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Ce système est de la forme [(C,,,)*, p:, pa). Par consé- 
quent, formules (11)], 


m=3m+t —=3n+ d"!. 
70. Puis les formules de M. Plücker donnent : 


d' = 3(om—n+t')=3(2n— m + d'), 


à int} (4m ++) 
al = > (rm + na) — = (m + 4 n + d'), 
el d == (3m +t)—5(3m+t)+f(m+n) 
de — -(3n+d'}—65(3n+d')+4{(m+n). 


Un point de rebroussement de la développée est en géné- 
ral le centre d’un cercle qui a avec C,, un contact du 
troisième ordre. Le nombre de ces cercles est 


N [(Cmn)*5 Pis Pal = 5m—Bn+3e— dd, — m; 


selon les formules (21). Les m autres points de rebrous- 
sement sont à l'infini et correspondent aux m points 
de C,,,, à l'infini. La tangente à la développée en l’un de 
ces points est la droite à l'infini elle-même. Donc il y a 


. m(m—i) 








aussi tangentes doubles à linfini. Il y en aura 
encore 
mm (m —1) I L 
di ——— = (omn + Én— d'). 
2. F2 


Celles-ci seront deux fois normales à ©... 


d, est le nombre des points qui sont des centres de 
courbure correspondant à deux points de € 


um, 1 1 
Du reste ces résultats sont bien connus, mais trouvés 
par d'autres considérations. 


(557) 
71. Nous y ajouterons quelques théorèmes qui appar- 
tiennent à la mème théorie : 


Le lieu des points d’où on peut mener deux normales 
égales à une courbe C.., est de l’ordre 


mim+on—5)\+t; 


car cet ordre sera la moitié de la caractéristique » d'un 
système (2C,,, P1s P+) ou, selon les formules (4), de 
om(im+on—5)+ot.: 


Il y a, dans le plan, 


1 
— (209 + Gm'n — n°— 30m? — 18mn + 13n?+ 84m — 2x) 
3 


+ à (6m + 32 — 26)t 


points d'où l’on peut mener à une courbe C,, trois 
normales égales ; car ce nombre est celui que nous avons 
désigné par N (3C,»» Pis pe), et qui a, selon les for- 
mules (6), la valeur que nous venons d'indiquer. 


Il y a sur la développée de QC, 
3(2mn+n+ 4m —ion)+(2m+nr—14)d 


points d’où l’on peut mener à C,, une normale égale 
au rayon de courbure de ©, qui y touche la dévelop- 
pée; car ce nombre est celui que nous avons désigné 


par N[(C,»)", Cu, Pis Pa] dans les formules (13). 


12. Courbe caustique par réflexion. — Nous donne- 
rons encore un exemple de l'application de la théorie des 
caractéristiques en discutant la courbe enveloppe des 
rayons émanés d’un point dans le plan d’une courbe €, 
et réfléchis par celle-ci. Nous désignerons par m2, 112, da, 
d'y te, l, les nombres m, n, d, d’, t, t' qui y correspon- 
deut et que nous aurons à chercher. À cette recherche 
les propositions suivantes seront uliles : 
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1° Une conique ayant pour foyer le point f d'où partent 
les rayons et tangente à CG, au point 8, le rayon réfléchi 
par CG, , au point 0 passera par l’autre foyer de la co- 
nique ; 

2° Un système de coniques ayant un foyer commun au 
point f d’où partent les rayons et un contact du second 
ordre avec C,.,, la courbe cherchée sera le lieu de l’autre 
foyer; 

3° Si le contact s'élève au troisième ordre, le second 
foyer sera un point de rebroussement de la courbe cher- 
chée. 

Il faut encore se rappeler que la condition d’avoir un 
point donné pour foyer équivaut à deux tangentes don- 
nées. 


75. Selon la première proposition du n° 72, la classe », 
de la courbe cherchée s'exprime par le nombre des coni- 
ques qui ont pour foyers le point f'et un point quelcon- 
que donné, et qui touchent C,,,; par conséquent [vor 
les formules (3)] 


NC UD) =Mm eo, 


D'après [a deuxième proposition du n° 72, la courbe 
cherchée est le lieu du foyer non donné d’un système 
dont on connaît l’autre foyer. Ce lieu est semblable à 
cclui du centre : son ordre s'exprime donc par la carac- 
téristique y de ce système (*), qui sera de la forme 
(Gun), 4» L]. Par conséquent [voir les formules (11)] 

m —=3m+t"=3n+ d'. j 
Enfin, par la troisième proposition du n° 72, 


EN (Con Pis 4, 


{*) Comptes rendus du 15 février 1864, théorème E. 


(539) 


ou, selon les formules (21), 
d'—=6m—{4n+30 = 5n— 3m + 34. 


74. Puis les formules de M. Plücker donnent 


! 


l, —2n, 
Me (3m + — 11m + Sn —5r 
> 
— = (8% + d'} + 4m — on — 5d', 
= [C2 + 2n)— (m<+iir+ d')] 


[(m + 2n) — (4m + 8n + 2j}: 


Dim DI— 


En général, notre courbe caustique n’a pas d'inflexions 
réelles. Les 272 tangentes d’inflexion sont donc imagi- 
naires, et l’on peut prouver qu’elles sont les tangentes 
menées à C,,, par les deux points à l'infini sur un cercle, 
et que les points d'inflexion sont aux points de contact 
avec. 

t, représente le nombre de chemins par lesquels un 
rayon deux fois réfléchi par C,,,, peut retourner au point 
d’où il part, si l’on n’a pas égard au sens dans lequel il 
parcourt ce chemin. En y ayant égard on doit remplacer 
le nombre #, par 2/2. 


Note. 


Les méthodes que nous avons employées pour la re- 
cherche des caractétistiques des systèmes de coniques 
planes s'appliquent avec peu de modifications aux ca- 
ractéristiques des systèmes de surfaces du second ordre 
assujetties à huit conditions (*). On y fait usage des théo- 


(*) Voir sur ces systèmes les publications de MM. Chasles et de Jon- 
quières , dans les Comptes rendus (t. LXI, p. 596, ett. LVITE, p. 563 },et Ja 
dernière de M, Chasles du 26 février 1866. 
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rèmes suivants dont les deux premiers au moins sont 
connus (Comptes rendus, 4 sept. 1864), et dont le der- 
nier se prouve sans difliculté. 


Dans un système (u, v, p) de surfaces du second ordre 
d'y a: 

1° 20 — y cônes; 

2° au — y coniques planes; 

3° 2y—u— p surfaces singulières composées de deux 
plans dont la ligne d'intersection est limitée à deux 
points (sommets). 


Un tableau contenant la déduction par ces moyens de la 
XVIIT* classe de résultats publiés par M. Chasles dans 
les Comptes rendus du 26 février, est sous presse pour 
être inséré dans les Comptes rendus de l’Académie des 
Sciences de Copenhague, et il donne un exemple de l’ap- 
plication de ces théorèmes (*). 








NOTE SUR LES FRACTIONS CONTINUE ; 
Par M. Hermann LAURENT, 


Docteur ès Sciences. 


Introduction. 


Si nous désignons par © (x) la valeur de la fraction 


(*) La date de ce tableau montre que la méthode n’est pas accommodée 
a des résultats connus d’avance. Je l’avais envoyé à l’Académie des 
Sciences de Copenhague sous pli cacheté, pour attendre la publication 
promise par M. Chasles, par déférence pour ce géomètre et aussi parce 
que j'avais profité de sa publication du 4 septembre. Cette discrétion est 
devenue superflue par la publication de M. Chasles du 26 février, et le 
billet étant décacheté, la Société savante a bien voulu faire imprimer 
mon petit tableau. 
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continue périodique 


(x) 





nous aurons, en supposant cette fraction convergente, 


(Fo) = 
ou 


(2) P+p—x= 0, 


d’où l'on tire, en ne prenant que la racine de cette équa- 
tion qui s’évanouit avec x, 


(3) D 2 ASE 


2 


Nous avons défini la fonction ® par la fraction (1), 
mais comme cette fraction peut perdre sa convergence 
pour certaines valeurs de x, c’est désormais à l’aide de 
l’équation (3) que nous définirons la fonction o. Ce sera, 
si l’on veut, la racine de l’équation (2) non développable 
par la série de Lagrange; si nous désignons par — (x) 
l’autre racine, la formule de Lagrange donnera 


ea [RE) 


2, 


APR She Ubu Li De LE (A4) (AS) . 
(4) 3% 1 1/3 rt 13 
(4—5)(4—6)(8— 7). 
EL Er qu Lane manu 


PONT TRE OU e 0) 
OR TE 0 MEL RSS 
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et l’on aura entre les fonctions pet les relations 


p(x)-V(z) = x, 


Q 


5 
@) Y(x)—=1+yp(x). 


Les formules que nous venons d'établir nous seront 
irès-utiles dans la suite, mais il faut en préciser le sens. 


À cet effet, il suflit de rappeler que le radical Vi+4x 
doit toujours être pris positivement lorsqu'il est réel, 
et en général il ne s’agira jamais que de la valeur de ce 
radical dont la partie réelle est positive. 


Définition de la fonction u.. 


Ceci posé, formons les réduites de la fraction (1); si 
nous désignons par u, le dénominateur de la 7 + 1 ré- 
duite, nous aurons 


PE he 
ne Gi pet Us == 1h 22 
U3—=1+ 3x + x!, W—=I+ 4x + hPa 


u=i1+bx+Gr +, un —=1+ 6x+ 107 + 4x, 


La loi de formation est donnée, comme on sait, par la 
formule 


(6) EEE TN CAR LES 


en sorte que les fonctions , sont liées entre elles par 
l'équation aux différences (6), ou, ce qui revient au 
même, 

Mu +Au— ux = oO. 


Expression générale de u,. 


D’après la formule (6), pour trouver le coeflicient de 
x° dans u,41, il faut ajouter au coeflicient de x' dans u, le 


{ 048 À 
coefhicient de x‘! dans u,_,; les coefficients de x sont 
alors égaux à 1 dans toutes les fonctions 4; les coefficients 
de x! sont o, 1, 2, 3, 4,...; ceux de x° sont d’abord 1, 
puis 1 augmenté du second nombre naturel, c’est-à-dire 
le second nombre figuré du second ordre, puis le second 
nombre figuré du second ordre augmenté du troisième 
nombre naturel, c'est-à-dire le troisième nombre figuré 
du second ordre, etc. On verrait de même que les coeff- 


cents de x‘ sont les nombres figurés de l’ordre &. On a 
donc 


AR aa) 
1,2 
à ln a (Cm 9 
(5) D RE Qué 
(2—3)(2—4)(r—5)(r—6) 
NE ns 0 0 


le développement devant être arrêté dès que l’on trouve 
un terme nul. 


De l'équation u, = 0. 


L’équation u,—0o jouit de propriétés remarquables 
que nous allons d’abord étudier. 

Si nous considérons la suite des fonctions u,, u;, 
Us)... Us l'équation (6) nous montre que deux fonctions 
consécutives ne peuvent s’annuler à la fois; en effet, si 
lOntANaitiu) —u,,;—0, on en conclurait u,-{— met 
ainsi de suite jusqu à &, — 0, Ce qui est absurde, puisque 
u, est constant et égal à 1. On voit de plus qu’en suppo- 
sant x << 0, si l’une des fonctions w, passe par zéro, celle 
qui la précède et celle qui la suit immédiatement sont de 
signes contraires ; on peut donc appliquer aux fonctions 
u, la règle de Sturm. Or pour x = — Îles signes de w,, 
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Ui, Ugy..., U, SONL respectivement 


+++ — — + + — — 


5 

pour x voisin de zéro, les signes des fonctions w sont +; 
de — à o la suite us, w;, u:,..., u, a donc perdu 
toutes ses variations. Or, si r — 4i+1 ou 4i+ 0, la 
suite en question avait 21+ 1 variations pour X—=—«, 
son degré était 24; donc elle a 27, c’est-à-dire toutes ses 
racines réelles et négatives. Le cas où r — 4i + 3 et 4x 
se discute de la mème façon. Aïnsi on peut énoncer ce 
théorème remarquable : 


L'équation u,— 0, obtenue en égalant à zéro les dé- 
nominateurs des réduites de la fraction (1), a toutes ses 
racines réelles et négatives. 


Ajoutons à cela que la fonction w,_, joue par rapport 
dx 


théorème de Rolle. Ainsi les racines des équations 


4 A A 
à u, le même rôle que 


par rapport à F (x) dans le 


DE 0 ten 
se séparent mutuellement. 


Fonction plus générale que u,. 


Considérons actuellement la série indéfinie 


fe)= a+ ne + DU 2) à 
(8) G 
ee AR TANT 


dans laquelle 7 est un nombre quelconque; les premiers 
termes de cette série représentent u, lorsque 7 est positif 
et entier. 

La série (8) est évidemment convergente pour toutes 
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SUR. dt 
les valeurs du module de x inférieures à n 
rapport d'un terme au précédent a pour expression gé- 
nérale 


: en effet, le 


(z—i)...(r—2i—:) Sri 


SE ee GOT NS LOS LEO 
ou 
(n— 2i—1)(n — 2i) 


T 
(n—i+i)(i+:) 


? 


c'est-à-dire 4x pour :—= ©. Nous supposerons donc 
I ; 
LE SRE et alors, pour trouver la valeur de la sé- 


rie (8), nous la comparerons avec la formule (4). Si 
l’on différentie cette formule et si l’on divise les deux 
membres par k, il vient 


d EE 13 k — k—5 
(9) Es). 


En faisant 
FD JE OUULA 724) 9, 


on trouve pour second membre la série (8), et par con- 


séquent on a 
I 


(10) fe) = 2 À gré (x). 


n + 3 dx 


Expression de u, à l’aide de la fonction 4 ou o. 


Si dans la formule (8) on suppose 7 entier, on peut la 
mettre sous la forme suivante 


(—1)(—2)...(— 2 +2) 
12.907 2) 
Ann, de Mathémat., 2€ série, t. V. (Décembre 1866.) 35 


f(x) = 0, + A on SE LA 


c’est-à-dire 


| a x) =uUn+(— zx} 
| n + À 


Ke (nr + 6)(7 + 7) (r +8) (— x} —… 
l'a 


(ur) <[r+ 





Or, si dans la formule (9) on fait 








k=—n—1, 
on trouve 
I d 
pu AE (ni) — 
n +1 dx ( il de a) 
SES n + 6) 
que L L } (RL RER ) 


et la formule (11) devient alors 


d Pire (1 


A EE ns 7 É ET n+2 
TMS Ve ( K} VE ES Ne 


9 


ou, remplaçant f (x) par sa valeur tirée de (10), 


I d I d'y) (x) 


EE LEUR, = U, — (— n+2 
n+ 3 dx (x) 2412) PRE n Lr dr an 


irons de cette équation la valeur de u, et rempla- 
cons Ÿ par sa valeur (4), il vient 


1 d 1+Vi+éx 
Un = —— NE 
“ n +3 dx \ 2 


(— x}r+2 d 2 1 
+ ve D ae 
nHI1 dx 14 Vi+ 4x 


ou bien encore 


ap d (ÉOME) 


nr td 2 


RE VTT 0 
n+r dx 2x 1 
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Si l’on effectue les différentiations indiquées, on trouve, 
réductions faites, 


r Er - Lot fer te 4-2 
Vi+4x ( 2 


| EJTON ESSES ANT re (1) 


; (ue (x) rt (— in p'+? er 





Un = 

| Vi+4x 
Cette équation montre que z, s'exprime rationnellement 
à l’aide de la valeur de la fraction (r); de plus, on voit 
que , est une fonction rationnelle des racines de l’équa- 
tion (2). 


Résolution de u, = 0. 


La formule (12) a été établie dans l'hypothèse 
mod, x T4, 


mais elle est générale, car ses deux membres sont deux 
polynômes égaux pour des valeurs de x en nombre supé- 
rieur à leur degré. 

Cette formule (12) peut servir à la résolution de l’équa- 
üuon 


Ho; 


En effet, d’après la formule en question, l'équation pré- 
cédente peut s’écrire 


EN 1— Vi+ 4x Le 
JANET sr de ETES 


mais comme nous avons multiplié par Ÿr + 4x, la racine 


1 | "OR 
T=—7 devra être rejetée, et l’on aura 
+ 


1+Vitér—a—ai+ x, 
35. 
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à désignant une racine de l’équation binôme 


TE 


différente de l'unité. On en déduit 











& 
I+ 4 ZT —= 
Ris 
ENT 1 œ— I \ 
Æ —= — EL) A | 
Née Me / 
ou 
— & — I 
CE dues ne LS PETER | 
Lapin) I 
— + ax +2 
[e 4 


1 4 , 
c'est-à-dire, en remplaçant & par sa valeur 








2kr ie to Tr 
cos ete ; 
An 9 HT 
fs 
LS RER à 
kr 





2 
4 cos ne 


Discussion des racines de l'équation u,= 0. 


L’équation #, — o est donc du nombre de celles que 
l’on peut résoudre par radicaux, et en effet les racines 
sont exprimables rationnellement les unes à l’aide des 
autres. 


La formule 





à laquelle nous venons d'arriver, est beaucoup trop géné- 
rale; ainsi, pour 7 — 0, elle nous fournit deux valeurs 
pour x, tandis que u, = 0 n’admet pas de racines: cela 


tient à l’évanonissement du radical V1 + 4x, cependant 
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celte formule nous donnera toutes les solutions de u, = 0, 
et seulement celles-là si l’on assujettit l'argument du 


. 4 . T 
cosinus à rester compris entre O et —- On peut donc 
écrire, en observant que le terme indépendant de x dans 
us ESC, 


ur) 
HR 2; 


n + 2 





I 
ne cf Re 4 cos? 
x 


| Ë + 4 cos? 


3x 
y 3 


f 


Se e + 4 cos’ 
L 





k désignant le degré de fa fonction u,. 


Relations entre les coefficients et les racines. 


Les relations entre les coefhcients et les racines de 
l'équation u, = 0 conduisent à des formules diverses 
parmi lesquelles on distingue les suivantes : 


La 


n — 4 (cos: 


2 


Fe ARLES Fe 
4 cos bre 11000 a 





n + 2 





“+ D 


2 
—+ C05- +... lo 
1 + 2 


XX... 1 où un nombre figuré. 





PA] 


On peut écrire ces deux relations ainsi qu'il suit : 





k=n+1 

EL) 15 

a SES cos? L] 

ü n+2 

At 
k=n+i 
kr é 

i À 2, COS Z= I ou un nombre ligure, 

+ 2 
K=1 


abstraction faite dans la seconde formule des valeurs de # 


qui pourraient annuler | 


e produit IL 
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lieduction de la fraction (1) en série. 


n général, quand on veut transformer en série une 
fraction continue de la forme 


dd 

a 
b. 2 106 + SARA EST 
d bd, + . 


on a recours à Ja formule d’Euler, 


a, ai d\ A: Zutiins. Cle, 


QT PO MINIER DONS 


? 
On sait en outre que la série précédente converge ou 


diverge en mème temps que la fraction dont elle est le 
développement, et que Q, est le dénominateur de la n°"° 
réduite (ainsi Q, — b;). 


Si nous supposons 


A —= di — A3—e.e —X, bibi. he 


il vient [voir les équations (1), (2) et (3)] 


2 


. Fi xÿ LT 
(13) p(x)= — — —- ser» OR 


U, U Ur LUE URI 








Cette série sera convergente si 





nm air! 
mod. — TaL1 
Uni Un “ee 


ou, ce qui revient au même, si 


I lim. mod. x na 1: 
( ) LÀ 


Van Ur 


Or, le produit u,_, u, se compose de 7 ou n — 1 facteurs 


HAT | 


bindmes de la forme 
QUE 


1+ 4x cos? ces. 
q 


en désignant alors par 1+ 4x cos w celui de ces fac- 
teurs qui a le plus petit module, le premier membre de 
la formule (14) aura un module inférieur à 


Pa 
1+ 4x cos’ w 


La limite de cette expression est x pour les valeurs 
positives de cette variable, en sorte que l’on peut en 


mod. lim. 


conclure la convergence de la série (13) pour x 1. 


AE me 
nr Un 
sous la forme 


qe VUE Æ 


Ü dans cette formule désignera le produit de # facteurs 


Mettons l'expression 


de la forme 
1+ 4x cos’ 0, 


, . T à - 
9 étant moindre que +; V contiendra les autres facteurs. 
+ 


La limite de l'expression (1 d) prend alors une valeur 
dont le module est inférieur à 





2 


À x : 
mod. ; - — 9 
1+ {x cost 1+ {x cos’ o 


pie . T 
(4 désignant ul) arc compris entre O et 7 et 0) Un arc COM- 
4 








ris entre 2 t? 
ris entre — et —- 
f “#2 


La discussion de cette formule permettra de recon- 
naître dans les différents cas la convergence de la sé- 


(Hat) 
rie (13) et par suite de la fraction continue lorsque x ne 
sera pas positif. 
Nous pouvons ainsi écrire, au lieu de (13), 


HN ren ur tr 2 
2 Cora 14e (1x) (22h 
D ALL 
Uni Un 


formule dans laquelle on peut aussi remplacer 


arr 


Uni Un 


par 














Si l’on pose alors 











I 
Æ 
il vient 
ir 24 3 I 
PE AL ER io +. 
2 ge ne 
I 
Ne 2 UN CE ES 
(sd cos ) (+400 ) 
n + 2 ru 


et cette formule aura lieu pour toutes les valeurs positives 
de z, et en général pour toutes les valeurs de z pour les- 
quelles le second membre sera convergent. 


SUR UN CERTAIN LIEU GÉOMÉTRIQUE ; 


Par M. PAINVIN. 


4. Dans l’avant-dernier numéro des Nouvelles Annales 
(année 1866, p. 444), M. Le Besgue a repris, par une 
autre méthode, la question que j'avais traitée p. 481, 
année 1864, savoir : la détermination du lieu des foyers 
des sections centrales, dans une surface du second ordre, 
M. Le Besgue arrive à une équation qui diffère de celle 
que j'ai trouvée par le double signe du second membre, 
et il termine (p. 449, 1866) en se demandant s’il faut 
toujours prendre le signe supérieur. 

Le principe qui a servi de point de départ à mon ana- 
lyse (p. 481, année 1864) déterminant tous les foyers, le 
calcul se développant naturellement sans introduire ni 
supprimer de solution, je dois en conclure à priori que 
l’équation du lieu cherché ne peut pas renfermer de dou- 
ble signe. Mais il est bon de rechercher la cause de la di- 
vergence signalée. 

Si nous nous arrêtons au premier alinéa de la page 446 
(année 1866), nous conclurons avec M. Le Besgue que 
les foyers de la section faite par le plan 


MX + NY + pr —= O0 


sont déterminés par les trois équations 


(1) mx + nÿ + pr = 0, 

(11) ma yz + n$zx + pyxy —0, 
M — AL 

(Il) 2? + Y? + 0 NAPOPTEN 


L 
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Regardant pour un instant »1, n, p comme des quan- 
utés connues, nous voyons d’abord que le plan (1) coupe 
le cône (IT) suivant deux droites rectangulaires qui sont 
les axes de la section ; chacune de ces droites rencontre en 
deux points chacune des deux sphères représentées par 
l'équation (III). Ainsi, en déterminant les foyers à l’aide 
des équations précédentes, on arrive à cette conclusion 
inadmissible que la section faite par le plan considéré 
possède huit foyers. Recherchons donc d’une manière 
plus précise Ja véritable signification de ce groupe d’é- 
quations. | 

Rappelons-nous que le carré de Ja distance d’un foyer 
au centre est égal au carré du demi-axe sur lequel se 
trouve ce foyer, moins le carré de l’autre demi-axe (il 
s’agit toujours de la valeur algébrique des carrés des 
axes); cette différence, prise en sens contraire, donne 
le carré de la distance du foyer situé sur l’autre axe. 
Or, si nous considérons une des droites définies par les 
équations (I) et (IF), cette droite rencontre les sphè- 
res (II!) en quatre points; deux de ces points sont les 
foyers situés sur l’axe considéré; les deux autres points 
d’intersection ne sont pas des foyers, mais leur distance 
(réelle ou imaginaire) au centre est égale à la distance à 
ce même centre des foyers situés sur l’autre äxe de Ja 
secuon. Cette ambiguïté que présentent les équations (I), 
(11), (HT) persiste jusqu’à la fin du calcul, p. 446, 447, 
448; et l'équation (a), p. 448, à laquelle M. Le Besgue se 
trouve conduit, résout cette double question : 

1° Trouver le lieu des foyers des sections centrales. 

2° Sur un des axes de la section on prend un point à 
une distance du centre égale à celle du foyer qui se 
trouve sur l’autre axe : irouver le lieu de ces points: 

La méthode indiquée à la page 444 présente donc le 
grave inconvénient de mêler ces deux questions. Peut-on 
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faire disparaitre cette ambiguïté sans détruire l’élégante 
analyse de M. Le Besgue ? C’est un point que je n'ai pas 
examiné. D'ailleurs, on vérifie très-aisément que les 
coordonnées des foyers des sections passant par les axes 
de la surface ne satisfont pas à l'équation (a), p. 448, 
lorsqu’on prend le signe — dans le second membre. 

2. Je ferai des mêmes remarques sur la question de Ja 
page 161, année 1865. M. Le Besgue termine cet article 
en disant : « Il serait bon d'examiner si la définition du 
foyer (un cercle de rayon nul...) peut donner les deux 
signes. » 

Je répondrai à cela que, dans la question posée, le 
double signe ne doit pas exister. 

Reprenons, en effet, les deux relations 


I) 2(Ccos0 —B) t—(A—C)—#HV(A—C}sin8 + [(A +C)cos9 — 2B}, 





TL) RES A+C—2Bcos9 + {A —C}sin9 H[(A + C\cosé— 2B} 
2 (AC — B!) 


- 


qui se trouvent, la première au haut de la page 16, 








+ 


année 1865, la deuxième au haut de la page 163. 

Je remarque d’abord que les signes + et — doivent se 
correspondre dans ces deux égalités: on le constate en 
cherchant la longueur de l’axe correspondant à une des 
valeurs de 1. Or, le carré de la distance d’un foyer au 
centre est égal au carré du demi-axe sur lequel se trouve 
ce foyer, moins le carré de l’autre demi-axe. Done, si le 
foyer considéré se trouve sur l’axe dont la direction t 
correspond au signe + du radical, le carré de sa distance 
au centre contiendra également ce radical avec le 
signe + ; la même conclusion a lieu pour le signe —. 
Il résulte de là que l’équation (5), p. 163, obtenue par 
M. Le Besgue, ne doit pas présenter un double signe. 


heart 
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CONCOURS GÉNÉRAL (1866). 
MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES. 


SOLUTION PAR M. DE GROSSOUVRES, 
Élève du collége Stanislas (classe de M. Prouhet). 





Étant donné un losange ABCD dans lequel la dia- 
gonale BD est égale à chaque côté, on mèêne par le 
sommet C une droite PQ qui rencontre en P et Q res- 
pectivement les côtés AB et AD; on mène enfin les 
droites PD et QB qui se coupent au point M. Cela posé, 
on demande de trouver le lieu du point M quand la 
droite PQ tourne autour du sommet C. 


Je prends le point G symétrique du point Q par rap- 
port à AC; les deux droites PQ, CG, symétriques par 





rapport à l’axe AC, sont également inclinées sur cet axe ; 
par conséquent la droite CE perpendiculaire sur l'axe 
est bissectrice de l'angle PCG formé par ces deux 
droites, et puisque CA est perpendiculaire sur CE, le 
point À est le conjugué harmonique du point E, par 
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rapport au segment PG; donc le faisceau qui a pour som- 
met le point D et dont les rayons passent par les 
points À, P, E, G est un faisceau harmonique. Or DE, dia- 
gonale du losange BDCE, est perpendiculaire sur l’autre 
diagonale BC, et par suite sur la droite AD qui lui est 
parallèle. Les deux rayons DA, DE, conjugués harmo- 
niques par rapport aux rayons DP, DG, étant perpendi- 
culaires l’un sur l’autre, il résulte d’un théorème connu 
que la droite DE est bissectrice de l’angle PDG, et 
comme en outre cette droite DE est la bissectrice de 
l’angle BDC, il s'ensuit que les angles BDP, CDG sont 
égaux. Les deux droites CD, DG étant respectivement 
symétriques des droites CB, BQ par rapport à l’axe AC, 
les angles CDG, CBQ formés par ces droïtes sont égaux, 
et comme les angles CDG, BDP sont égaux, il en résulte 
que les angles CBQ, BDP sont égaux; donc, dans le trian- 
gle MDB, la somme des angles MBD, MDB est égale 
à la somme des angles MBD, MBC, c’est-à-dire à l’an- 
gle CBD, ou, ce qui est la même chose, à l’angle BAD, 
puisque les triangles ADB, CBD sont équilatéraux ; donc 
l’angle BMD, qui est le supplément de la somme des an- 
gles MBD, MDB, est le supplément de l'angle BAD ; par 
conséquent le quadrilatère ABMD est inscriptible. 

Donc le lieu géométrique du point M est le cercle cir- 
conscrit au triangle ABD. 


N. B. — On nous dit, mais nous avons peine à le croire, que cette 
copie a été écartée par une fin de non-recevoir, comme ne s'appuyant pas 
sur une méthode classique. Cela nous surprend d’autant plus qu’il y a 
nombre d’années que tous les professeurs enseignent les propriétés de la 
division harmonique et des faisceaux harmoniques, en sorte qu’il y a bien 
peu d’élèves qui ne les connaissent. Écarterait-on une copie où l’on s’ap- 

puierait sur la théorie des transversales? Cependant il n’y a rien de plus 
classique, quoique les programmes n’en parlent pas. 

En 1851, une Commission où entraient plusieurs Membres de l’Institut, 
et entre autres l’illustre Cauchy, avait à juger les compositions du con- 
cours général en Mathématiques spéciales, L'une de ces compositions, 
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celle de M. Camille de Polignac, s’appuyait sur des méthodes qui n'é- 
taient certainement pas classiques, puisqu'elles n’avaient encore été expo- 
sées dans aucun ouvrage ex professo. Les juges du concours avouèrent 
d’une commune voix qu’ils n’y comprenaient rien, mais ils ne voulurent 
pas que leur ignorance nuisîif à un candidat qui paraissait sérieux, Ils 
firent venir parmi eux l’auteur de ces méthodes et, sur son rapport, M. de 
Polignac eut le second prix. Je rapporte le fait parce qu’il est curieux, 
sans vouloir d’ailleurs établir de comparaison entre la Commission de 1851 
et celle de 1866, dont tous les membres, je le suppose, connaissent les pro- 
priétés des faisceaux harmoniques. P. 


NOTE SUR UNE PROPRIÉTÉ DES SECTIONS CONIQUES ; 


Par M. Ar. VIANT, 


Au Prytanée militaire. 


Trois droites AA, BB’, CC’, issues des trois sommets 
d’un triangle ABC, se coupent en un méme point (D 6 
une conique passant par les pieds A, B', C' de ces droites 
coupe les côtés en trois autres points A”, B”, C”, qui, 
joints aux sommets opposés, donnent un nouveau fais- 
ceau de droites concourantes en un méme point O". 


La proposition est facile à établir dans le cas du cercle. 
Par une projection conique on l’étend ensuite au casd’une 
conique quelconque. 

Par hypothèse, 

AB'.CA’.BC’ 
CB’. AC'. BC” 


ere 1 RS 


Par construction, on a 
AB! A0 CALE CB run BC BAPE 
ACT NB ICRA PPDANEN.,; BASE CRE 
donc 
AC”.CB”. BA” 


AB’.CA’.BC” — ? 


(%9) 
par conséquent, les droites AA”, BB”, CC” se coupent au 
même point (*). 
En transformant par les polaires réciproques, on obtient 
l’énoncé suivant : 


Trois droites issues des sommets d’un triangle vont 
couper les côtés opposés en trois points en ligne droite ; 
on leur inscrit une conique à laquelle on mène des som- 
mets du triangle trois nouvelles tangentes. On forme 
ainsi un nouveau faisceau de lignes coupant les côtes 
opposés du triangle en ligne droite. 


THÉORÈME SUR LES CONIQUES ; 
Par MM. Max CORNU er EF. MORANGE. 


On sait que lorsque trois coniques $, S/, S” ont deux 
points communs À et B, les trois droites qui joignent les 
autres points d'intersection de ces courbes deux à deux 
concourent en un même point P. Je dis qu’il existe une 
conique passant par les deux points À et B, tangente en 
chacun de ces points aux deux droites PA et PB, et cou- 
pant une quelconque $ des coniques en ses points d’inter- 
section avec la polaire de P par rapport àS. 

Je prends le triangle PAB pour triangle de référence. 


(*) La proposition énoncée se déduit immédiatement du théorème de 
Carnot, quelle que soit la conique considérée. Car, d’après ce théorème, 
on a, pour toute courbe du second degré, 


AC!.CB".BA” _AB’.CA'.BC' 


ET PRE AL, G, 
AB".CA".BC” CB'.AC'.BA' 


(560 ) 


Les équations des trois coniques seront de la forme 


(S) YZ+X(X+mY+nZ)—o, 
(S’) YZ+X(/X +m Y +r'Z)—=o, 
(S”) YZ+X(/IX + m°Y + n"Z) —0o. 


L’équation d’une conique tangente à PA en À, à PBenB, 


est 
YZ +)1X: = 0. 


Cherchons la seconde corde commune à cette courbe et à 
Ja conique S : elle aura pour équation 


((—))X+mY+nrZ—o. 


L’équation de la polaire de P par rapport à la conique S 
est 
AUX +<mY +nZ—=o. 


On voit qu'on peut choisir À de manière à identifier les 
équations de ces deux droites ; il suffit de prendre À=—/. 
Le théorème se trouve donc établi. 
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M. Resal s’est proposé, dans cet Ouvrage, de présenter les 
principes de l’Astronomie mathématique sous une forme assez 
simple pour les faire entrer dans le cadre de l’enseignement 
supérieur. Il a écrit ainsi une élégante introduction à la Me- 
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canique céleste, et il a rendu un véritable service aux jeunes 
gens qui sortent chaque année de l’École Polytechnique ou de 
nos Facultés avec une forte instruction et avec le goût du tra- 
vail. 

Trois problèmes fondamentaux forment, comme on sait, 
l’objet de la Mécanique céleste : ce sont les perturbations pla- 
nétaires, la figure des corps célestes et les oscillations des 
fluides qui les recouvrent, la rotation de ces corps autour de 
leurs centres de gravité. De ces trois problèmes, le second est 
celui que M. Resal a traité avec le plus de développements, et, 
à notre avis, avec le plus de succès. La convergence des séries 
de fonctions sphériques qui expriment l'attraction d’un sphé- 
roïde sur un point, et la détermination de la forme de ces fonc- 
tions; l’ellipsoide à trois axes inégaux de Jacobi, et la discus- 
sion relative aux conditions de possibilité de cet ellipsoïde; le 
théorème de M. Liouville sur la stabilité de l’équilibre d’une 
masse fluide animée d’un mouvement de rotation, et l’applica- 
tion de ce théorème à la stabilité de l'équilibre des mers; enfin 
les propriétés des lignes géodesiques tracées sur la surface d’un 
sphéroïde : tels sont les points qui ont principalement attiré 
notre attention. Il nous est impossible d'indiquer ici les mé- 
thodes souvent originales et toujours bien choisies que l’Auteur 
a employées pour traiter ces différentes questions. Nous nous 
bornerons à le féliciter de l’excellente habitude qu'il a prise 
d'illustrer en quelque sorte les résultats de l’analyse par des 
considérations empruntées à la Géométrie et à la Cinématique. 
L’Auteur a complété la théorie de la figure de la Terre par deux 
Chapitres intéressants, l’un sur la chaleur centrale de notre 
globe, l’autre sur l’équilibre d’élasticité d’une croûte planétaire. 
Ces deux Chapitres constituent la partie mathématique de la 
Géologie, et c’est une heureuse idée que de ies avoir introduits 
dans un Cours de Mécanique céleste. 

Nous féliciterons encore M. Resal d’avoir analysé et coor- 
donné les beaux travaux de M. Roche sur les atmosphères des 
corps célestes en général et sur celles des comètes en particu- 
lier. Cest une question que les recherches entreprises par 


Ann. de Mathémat., 2° série, t, V. { Décembre 1866.) 30 
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M. Faye, à propos de la comète de Donati, ont mise à l’ordre 
du jour. L'existence d’une force répulsive émanée du Soleil et 
agissant sur la matière extrêmement divisée en raison inverse 
de sa densité paraît aujourd’hui hors de contestation, et 
M. Roche a fait voir qu'en joignant cette force hypothétique à 
la gravitation, l’on rend parfaitement compte des queues et 
des aigrettes. Les figures géométriques résultant de la théorie 
peuvent ètre considérées comme les esquisses des formes obser- 
vées. A la vérité, M. Roche n’a considéré les atmosphères qu’en 
équilibre, tandis qu'elles sont continuellement en mouvement; 
il a suppose {à peu près comme l'avait fait Newton dans sa 
théorie des marées) que latmosphère d’une comète prend à 
chaque instant la figure qu’elle aurait si le noyau était immo- 
bile, tandis qu’en realité cette atmosphère tend continuellement 
vers une figure d'équilibre qui varie sans cesse et que par con- 
séquent elle n’atteint jamais; il n’a donné que la théorie sta- 
tique des phènomènes, Mais une théorie dynamique souléverait 
peut-être des difficultés d'analyse insurmontables, et, en tous 
cas, n’aurait d'intérêt qu'autant que les observations acquer- 
raient assez de précision ponr qu'on püt les comparer aux ré- 
sultats du calcul, non pas en gros, mais en détail : nous n’en 
sommes pas là. 

Ou voit que le livre de M. Resal n’est pas seulement une In- 
troduction au grand ouvrage de Laplace, mais qu'il en est sur 
plusieurs points l’utile complément. Toutefois, nous ne pouvons 
nous dispenser de faire observer à l’Auteur que les différentes 
parties de son livre manquent un peu de proportion, et que le 
Chapitre consacré aux perturbations planétaires n’est peut-être 
pas suflisant, même pour un Cours élémentaire. Sans doute la 
méthode de la variation des constantes arbitraires, la réduction 
en série de la fonction perturbatrice, la théorie des variations 
séculaires des éléments elliptiques des planètes sont présentées 
avec autant d'élégance que de simplicité, et l'Auteur a complété 
heureusement ce Chapitre par une Note intéressante sur le beau 
théorème d'Hamilton et de Jacobi. Mais il ne nous paraît pas 
permis, même dans un Cours élémentaire, de passer entièrement 
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sous silence les inégalités séculaires et les principales inégalités 
périodiques de la Lune, la libration des trois premiers satellites 
de Jupiter, la grande inégalité de Vénus, la découverte de Nep- 
tune par les perturbations d’Üranus, les travaux de M. Le 
Verrier sur Mars et sur Mercure. Ce sont des lacunes que 
M. Resal, nous l’espérons, fera disparaître dans une seconde 
édition. S'il craignait de trop grossir son volume, nous l’enga- 
gerions plutôt à sacrifier tout ce qui concerne le mouvement 
elliptique et l'attraction des ellipsoïdes. Le lecteur qui aborde 
un livre comme celui-ci doit être familiarisé d'avance avec 
toutes les théories qui s’enseignent dans les Cours ordinaires de 
Mécanique rationnelle. Cu. Simon. 


RECTIFICATIONS. 


M. Ferdinand Roux, élève du lycée de Nimes (classe 
de M. Durrande), nous avertit que le théorème qui fait 
l’objet de la question 74 (2° série, t. VI, p.429) est faux. 
On le prouve aisément à l’aide d'un cas particulier. 


Il s’est glissé une erreur dans la question 781, p. 480. 
L'énoncé a été rectifié par M. Laisant, dont la solution 
paraîtra dans le prochain numéro. 


La démonstration de la série de Taylor, donnée au 
tome II de la 2° série, p. 19, doit être entièrement rejetée, 
l’auteur raisonnant comme si la quantité désignée par 8 
était une constante, tandis qu'elle dépend à la fois de À 
et de x. 


30. 
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ERRATA. 


TOME V (2° SÉRIE). 


Page 177, ligne 23, au lieu de homofocale, lisez homofocaux. 


Page 38i, ligne 22, au lieu de la somme des carrés, lisez la somme des 


inverses des carrés. 
Page 252, ajoutez à la fin de la note ou zéro. 
Page 253, ligne 9 en remontant, au lieu de (m,+...), lisez (rm +. 
Page 253, ligne 6 en remontant, au lieu de (n, +...), lisez (n° +. Fate 
Page 256, ligne 12, au lieu de »", lisez »'. 
m, (mn, — 


1 


9 
- ! Lisez 


nR — 
Page 258, ligne 5, au lieu de PERERL 


2 2 
Page 250, ligne 7, au lieu de d,—1, lisez d, —0. 

Page 2900, ligne 3, au lieu de qui, lisez que. 

Page 292, ligne 5, au lieu de le dernier, lisez CC n 0» Z, Z, 
Page 292, ligne 6 en remontant, au lieu de n° 12, lisez n°9 10. 
Page 297, dans la note, au lieu ‘de n° 20, sez n° 18. 

Page 362, ligne 11, au lieu de Tubrun, liée Aubrun. 

Page 527, ligne 23, au lieu de derniers, lisez premiers, 
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